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AUFGABE 6.1. ( Wichtige Begriffe) Stufe A
Uberpriifen Sie, dass Sie die Folgenden Begriffe korrekt definieren kénnen.

e Chomsky-Normalform e CYK-Algorithmus

e mehrdeutig e Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen

e inhdrent mehrdeutig

AUFGABE 6.2. (Chomsky-Normalform tiben) Stufe B
Rufen Sie die Website http://grammar.epfl.ch/ auf und iiben Sie das Uberfiihren von Grammatiken in Chomsky-
Normalform.

Beachten Sie dabei dass die Website Feedback gibt, ob Ihre Lésung richtig oder falsch ist, aber nicht iiberpriift ob

Sie das Verfahren aus der Vorlesung verwendet haben.

AUFGABE 6.3. (Mehrdeutigkeit) Stufe B
Betrachten Sie die folgende Grammatik G:
S — N-PV-P
N-P — C-N|C-NP-P
vV-Pp —» CV]|CVP-P
P-P — PC-N
C-N — AN
C-V = V|VNP
A — a|the
N — girl | boy | flower
V  —  touches | likes | sees
P — with

(a) Zeigen Sie, dass die Grammatik mehrdeutig ist, indem Sie zwei verschiedene Ableitungen fiir das folgende
Wort angeben:

a girl touches a boy with a flower

(b) Zeigen Sie, dass die Sprache L(G) endlich ist.

(c) Zeigen Sie, dass es keine endliche Sprache gibt, die inhdrent mehrdeutig ist.

(d) Fiir Programmiersprachen sind mehrdeutige Grammatiken unerwiinscht, da jedes Programm nur eine einzige,
eindeutige Bedeutung haben soll. Diskutieren Sie anhand den verschiedenen Bedeutungsmdoglichkeiten des in
Aufgabenteil (a) angegebenen Satzes, warum man natiirliche Sprache nur mit mehrdeutigen Grammatiken
sinnvoll reprédsentieren kann.

Léosungsskizze

(a) (i) S—= N-PV-P - C-NV-P - AN V-P =" agirl V-P — a girl C-V P-P — a girl C-V P C-N — a girl
C-V with C-N — a girl C-V with A N —* a girl C-V with a flower — a girl V N-P with a flower — a
girl touches N-P with a flower — a girl touches C-N with a flower — a girl touches A N with a flower
—™ a girl touches a boy with a flower

(ii) S =+ N-PV-P - C-NV-P - AN V-P —* agirl V-P — a girl C-V — a girl V N-P — a girl touches
N-P — a girl touches C-N P-P — a girl touches A N P-P —* a girl touches a boy P-P — a girl touches
a boy P C-N — a girl touches a boy P A N —* a girl touches a boy with a flower

(b) Der Graph (V, E), wobei die Knotenmenge V' gerade die Menge aller Nicht-Terminale ist und E = {(V, V") |
IV — wV'w'}, ist azyklisch.

(c) Sei L eine endliche Sprache, d.h. [L| = n fiir ein n € N. Die Grammatik G = ({S},X,{S - w|w € L},S)
erkennt dann genau L. Jedes Wort aus L hat somit eine eindeutige Ableitung und die Grammatik ist somit
nicht inhédrent mehrdeutig.

(d) Der Satz auf Aufgabenteil (a) hat zwei Bedeutungen: In der ersten Bedeutung beriihrt ein Médchen einen
Jungen mit einer Blume. In der anderen beriihrt ein Maddchen einen Jungen, der eine Blume hélt. Obwohl beide
Bedeutungen durch zwei syntaktisch absolut identische Sétze dargestellt werden, haben sie unterschiedliche
Sematik. M6chte man mit einer Grammatik diese beiden unterschiedlichen Bedeutungen repréasentieren, so
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darf man diesen beiden Bedeutungen nicht die gleiche Ableitung zuweisen. Damit ist die Eindeutigkeit, um
natiirliche Sprachen darzustellen, nicht erwiinschenswert. Mehrdeutigkeit ist an dieser Stelle notwendig, um
die Mehrdeutigkeit der Sprache darzustellen.

AUFGABE 6.4. (Chomsky-Normalform)
Die CFG G bestehe aus folgenden Produktionen iiber dem Alphabet ¥ = {a,b}:

S — ASA|aB

A — B|S|CB

B — bjle

C — aC

D — aSCb]|a
(a) Beschreiben Sie in eigenen Worten, wann ein Nichtterminal nitzlich in einer Grammatik ist.
(b) Reduzieren Sie die Grammatik G auf die nitzlichen Nichtterminale.

)

) R
(¢) Uberfiihren Sie die reduzierte Grammatik dann in Chomsky-Normalform.
(d) Erkldren Sie in eigenen Worten, wie Sie nach Uberfithren einer Grammatik in CNF iiberpriifen kénnen, dass
Sie keine Fehler gemacht habenﬂ

Losungsskizze

(a) Ein Nichtterminal ist niitzlich, wenn es eine Ableitung vom Startsymbol zu einem Wort (also einer Folge von
Terminalen) gibt, in der das Nichtterminal verwendet wird. Niitzliche Symbole sind stets erzeugend und
erreichbar. Erzeugend bedeutet, dass von dem Nichtterminal ausgehend ein Wort produziert werden kann;
erreichbar bedeutet, dass vom Startsymbol ausgehend das Nichtterminal produziert werden kann. Der Begriff
ist relevant, da dhnlich wie bei Automaten angenommen wird, dass alle Zustdnde erreichbar sind, man bei
Grammatiken annehmen mochte, dass sie nur niitzliche Nichtterminale enthalten. Deswegen ben6tigt man
eine klare Definition und eine Moglichkeit, eine Grammatik, die die Anforderung nicht erfiillt, in eine mit
nur niitzlichen Nichtterminalen zu tberfithren.

(b) Erzeugende Variablen :

e Intuition: C' kann kein Wort produzieren, da eine Ableitung, die ein C enthéilt, niemals “terminiert”,
also nie nur Terminale enthélt.

e Formal bauen wir iterativ die Menge aller Nichtterminale, die eine Moglichkeit haben, ein Wort aus nur
Terminalen zu erzeugen.

o Pp:={X|3(X,y) e P.yeX"}

¢ Py =P U{XeV|IX,7)eP VY eV. (J7ly >0—=Y € P)} bis Pry1 = Pr.

e Fiihrt auf:

Py ={B,D} P, ={B,D,A,S} =P,

Damit kann C samt C — aC; A — CB und D — aSCb entfernt werden.
Erreichbare Variablen :

e Intuition: D kann von S aus nicht erreicht werden.

e Formal bauen wir die Menge aller Nichtterminale, die von S aus erzeugt werden kénnen.
e Ro:={S}

® Rep1 =Ry U{Y €V |3(X,y) € P. X € Ry A|y|ly > 0} bis Rry1 = Rg.

e Fiihrt auf:

Ry ={S} R, ={S,A,B} =R>

Damit kann D und D — a entfernt werden.
Ab jetzt steht G fiir die reduzierte (bereinigte) Grammatik:

S — ASA|aB A—B|S B—ble

(c) Uberfiihrung in CNF :
e In jeder Regel (X,~) mit |y| > 2 Ersetzen jedes Vorkommen eines Terminals z durch X, und Ergénzen
der benétigten Produktionen X, — x:

G:S—ASA|XeB A—=B|S B-ble X.—a

Alle rechten Seiten sind jetzt von der Form VVV™* U X.

o Uberfiihren aller rechten Seiten, welche aus mindestens drei Variablen bestehen, in quadratische Monome
iber V. Die einfachste Variante ist dabei, aus XY Z einfach X Xy z machen, wobei Xy einfach eine
Hilfsvariable ist, die das Ergebnis von Y Z mittels Xy z — Y Z zugewiesen bekommt. Damit:

G':S8— AXsa|XeB A—B|S B-ble X.—oa Xsa—SA

1Hier geht es nicht um einen formalen Beweis, dass die beiden Sprachen gleich sind, sondern um eine Strategie, wie Sie bei Aufgaben
wie im vorherigen Aufgabenteil Fehler vermeiden.
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Erkennen von e-Regeln :
e Ep:={X eV |(X,e) € P}
o Fipi1:=FE U{X eV | E(X,'y) eP. ye E;} bis Fx+1 = Fk.

Ey={B} Ei={B,A}=FE;

e Erzeugen zusétzlicher Produktionen, welche alle méglichen Kombinationen von e-Produktionen beachten:

S—AXga ~ S— AXgsa| Xsa
S—X.B ~ S—X.,B|X.
A— B ~ A—Ble

A—= S ~ A= S

B—b ~ B—=b

B—e¢ ~ B—e

Xo —a ~ X4 —a
Xsa—SA ~ Xga—SA|S

e Entfernen aller e-Produktionen:
GW:S%AXSA‘XSA|XGB|XG A*)B|S B—b Xa%a XSAHSA‘S

Zusammenziehen von Kettenproduktionen :
e T ={(X,)Y)e PNV x V}
° Tk+1 =T U {(X,Y) ceVxV | iz € V. ()(7 Z) € T N (Z,Y) S Tk} bis Tk+1 =T, =: T (einfach
transitiver Abschluss iiber durch Kettenproduktionen gegebener Kantenrelation auf V).

o = {(S7XSA)7(S7Xa)7(A>B)7(Avs)7(XSA7S)}
T = T()U{(S,S),(A,XSA),(A,Xa),(XsA,XsA),(XSA,XQ)}=T2

e Dann (1) Entfernen aller Kettenproduktion und (2) anschlielend, falls (X,Y) € T, fiige (X,v) zu P
hinzu fiir jede Regel (Y,~) € P.

G”" : SHAXSA|SA|XQB|CL
A—>b|AXs;x‘SA|XaB‘a
B—b
Xs—a
XSA—>SA|AXSA|SA|XEB‘G

(d) e Prifen, dass alle Produktionen die Form A — BC oder A — a haben.
e Insbesondere darf e nur vom Startsymbol (oder gar nicht, wie hier) produziert werden.
e Fir einige kleine/leichte Worte tiberpriifen, dass sie von beiden Grammatiken (nicht) erzeugt werden
koénnen.
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AUFGABE 6.5. (CYK-Algorithmus)

Wir betrachten die Grammatik G = ({S,T,U, A, B,C},{a,b,c},P,S) in CNF mit den folgenden Produktionen P:

S—>TS|CT|a A—a
T — AU | TT | c B—b
U—SB | AB C—c

Bestimmen Sie mit dem CYK-Algorithmus, ob ccaab € L(G) und aabcc € L(G). Geben Sie dabei auch die
berechneten Tabellen an.

Léosungsskizze
Nach dem CYK-Algorithmus ergeben sich folgende Berechnungstabellen:
15 S, T
14 25 S, T
13 S 24 35 T
125, T 23S 34 45 U
1nC,T 2CT 35S A 4SS A 5B
C c a a b
15 S, T
10T 25
13T 24 35
12 23 U 34 1455, T
1S,A4 2S5, A 3B 1w C, T 5C, T
a a b C C

Also ist ccaab € L(G) und aabee € L(G).

AUFGABE 6.6. (Pumping-Lemma fir Konteztfreie Sprachen )
Wir betrachten Pfeil-Sprachen iiber dem Alphabet ¥ = {1, ], -, —}. Wir interpretieren dabei ein Wort w € £*
als einen Pfad in einem 2D-Gitter.
(a) Geben Sie eine formale Definition fiir die folgenden beiden Sprachen an:
(i) Pfade, die in den Ursprung zuriickkehren.
(ii) Pfade, die ,in grofiler Kurve umkehren® — beliebig weit nach rechts fahren, dann noch weiter entweder
nach oben oder unten gehen und letztlich wieder umkehren und noch weiter nach links fahren. Diese
Pfade enden dann links vom Ursprung.

(b) Zeigen Sie mit Hilfe des Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen, dass diese Sprachen nicht kontextfrei
sind

Losungsskizze

Lo ={w e X7 [ wly = w]; Afw|_ = |w|}

L= J L= @ 18«
i<j<k
e Wir nehmen an, dass L, kontextfrei ist und fithren diese Annahme zum Widerspruch.
e Sei n > 1 eine Pumping-Lemma-Zahl fiir die kontextfreie Sprache L,.
e Sei zusitzlich z =—="1"<«"]", d.h., z € L, und |z| > n.
e GeméfB Pumping-Lemma gibt es dann also eine Zerlegung z = wvwzy mit Wortern u, v, w, z,y € X*
und den folgenden Eigenschaften:

(1) vz #£ ¢ (2) Jvwz| <n (3) Vi € Ny. wv'wz'y € L,

Aufgrund von (1) unterscheiden wir die folgenden Félle:
— |vz|_, > 0: Wegen (2) gilt |vz|, = 0. Allerdings gilt auch:

2

‘uv2wx2y‘ =n+|vz|_, >n=|uwwz’y
— - “—

Dies ist ein Widerspruch zu (3).
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— [vz|, > 0: Wegen (2) gilt [vz[, = 0. Allerdings gilt auch:
|1w2w:102y|T =n+ vzl >n= ’uvzwx2y .

Dies ist ein Widerspruch zu (3).
— |vz| _ > 0: Wegen (2) gilt [vz|_, = 0. Allerdings gilt auch:

|uv2wm2 | =n<n+vz|_= |uv2wm2
Yl . Y|

Dies ist ein Widerspruch zu (3).
— |vz[, > 0: Wegen (2) gilt [vz|, = 0. Allerdings gilt auch:

|m)2waz2y|T =n<n+ vzl = ’quwxzy .

Dies ist ein Widerspruch zu (3).

e Da jeder Fall zu einem Widerspruch fiihrt und die obigen Félle alle moglichen Zerlegungen abdecken,
kann die urspriingliche Annahme nicht gelten. Also ist L, nicht kontextfrei.

e Wir nehmen an, dass L, kontextfrei ist und fithren diese Annahme zum Widerspruch.

e Sei n > 1 eine Pumping-Lemma-Zahl fiir die kontextfreie Sprache L,.

e Dann ist z =—="t"T1<""2 d.h. z €L, und |z| > n.

e Gemifl Pumping-Lemma gibt es dann also eine Zerlegung z = wovway mit Wortern u, v, w, z,y € L*
und den folgenden Eigenschaften:

(i)

(1) vz #e (2) Jvwz| <n (3) Vi € Ng. wv'wz'y € L,

e Zuerst informell: Da [vwz| < n, kann vwz nur von der Form —*1* oder 1"« " sein. Wegen |vz| > 0
muss mindestens ein Pfeil gepumpt werden. Gilt vw € L(1*), dann kénnen wir die Anzahl der 1
iiber die Anzahl der < pumpen, enthilt vw mindestens ein — und damit kein <, so kann man die
Anzahl der — beliebig grof}, insbesondere grofler als die Anzahl der <— machen. Besteht vw nur aus
<, dann aus mindestens einem, so dass man durch Entfernen von vx die Anzahl der < auf n + 1
oder weniger reduziert wird, man also héchstens so viele <— wie 1 hat.

e Formal: Aufgrund von (1) unterscheiden wir die folgenden Félle:

— |vz|_, > 0: Wegen (2) gilt |vz|,_ = 0. Allerdings gilt auch:

|uv3ww3y‘_> =n+2vz|, >n+2= |uv3wx3y|<_

Dies ist ein Widerspruch zu (3).
— |vz|_, =0 und |vz|, > 0: Dann gilt:

|uvowz0y|T =n+1-l|uz[, <n= |uv0wz0y .

Dabher ist uv’wz’y ¢ L,, ein Widerspruch zu (3).
— |vz|_, =0 und |vz|, = 0: Dann muss [vz|_ > 0 gelten, und es folgt:

‘uvowﬂcoy‘H =n+2—|vz|_ <n+1=|uwwz’y N

Dabher ist uv’wz’y ¢ Ly, ein Widerspruch zu (3).
Da jeder Fall zu einem Widerspruch fithrt und die obigen Félle alle méglichen Zerlegungen abdecken,
kann die urspriingliche Annahme nicht gelten. Also ist L, nicht kontextfrei.

AUFGABE 6.7. Stufe D
Sei 3 ein Alphabet und L C ¥*. L ist prdfiz-abgeschlossen, wenn fiir alle w € L und v € ¥* mit v Jw (also v ist

ein Prifix von w) gilt: v € L.

Beweisen Sie, dass jede unendliche, prifiz-abgeschlossene, kontextfreie Sprache eine unendliche, reguldre Teilmenge

enthdlt.
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Losungsskizze

Sei L eine unendliche, prifix-abgeschlossene, kontextfreie Sprache. Sei n > 1 eine Pumping-Lemma-Zahl fir die
kontextfreie Sprache L. Da L unendlich ist, gibt es ein z € L mit |z| > n. Gemi Pumping-Lemma gibt es dann
also eine Zerlegung z = wvwzry mit Wortern u, v, w, z,y € 3™ und den folgenden Eigenschaften:

(1) vz #e€ (2) hwz| <n (3) Vi € Ny. wv'wz'y € L

Wir unterscheiden nun zwei Falle:
e Angenommen sei v # €. Dann definieren wir nun die regulidre Sprache Ri:

Ry = L(w™) = {uwv' | i € No}

R ist unendlich und regular. Wir haben dann Ry C L, wegen der Prifix-Abgeschlossenheit und (3).

e Angenommen sei v = . Aus (1) folgt dann = # . Wir definieren nun die reguldre Sprache Rs:

Ry = L(uwz™) = {uwz' | i € Ny}

Ry ist unendlich und regular. Wir haben dann Rs C L, wegen der Préifix-Abgeschlossenheit und (3).

AUFGABE 6.8. (Abschlusseigenschaften kontextfreier Sprachen)
Beweisen Sie die folgenden beiden Aussagen:
(a) Der Préfixabschluss L. == {u | 3v. uv € L} einer kontextfreien Sprache L C X" iiber einem Alphabet X ist

wieder kontextfrei. Geben Sie hierzu ein Ubersetzung an, die die Grammatik G fiir L in eine Grammatik G’
umwandelt, sodass L,.. = L(G’) iibersetzt.

(b) Kontextfreie Sprachen sind unter Schnitt mit reguliren Sprachen abgeschlossen.

Losungsskizze

(a) Sei G = (V,%,P,S) CFG in CNF mit L = L(G) und L' := {u € ¥* | Jv € T*. uwv € L(G)}.

Idee:
Es gilt: u € L’ gdw. es gibt einen Ableitungsbaum zu uv bzgl. G fiir ein v € X*.

Betrachte in diesem Ableitungsbaum zu uv den eindeutigen Pfad vom letzten Zeichen von u zur Wurzel.

Wir erweitern G so zu G’, dass G’ diesen Pfad raten kann und die Teilbdume, die Zeichen von v erzeugen,
weglassen kann.
Konstruiere G = (VW V’'w {S"}, %, PwWP’,S”) hierzu wie folgt:
o V' ={X'| X € V} — die Markierung rit den Pfad von der Wurzel zum letzten Zeichen von v und steht
immer am rechtesten NT einer Ableitung bzgl. G’
e PP ={X=2YZ X' 2Y | X>YZ}U{X > a| X 2a€P}U{S" =5 |} erlaubt G’ zu raten,
ob das letzte Zeichen von u durch Y oder Z erzeugt wird. Falls es durch Y erzeugt wird, wird der durch
Z erzeugte Suffix fallengelassen (Fall X’ — Y”).
Behauptung:
LG)=L:={ueX |veZ* welL(G)}.
Beweis:
Sei u € L’. Betrachte entsprechend der obigen Beschreibung einen Ableitungsbaum zu uv € L(G) bzgl. G.
Markiere die Knoten entlang des Pfades vom letzten Zeichen von u bis zur Wurzel. Schneide die Teilbdume
zu v ab. Nach Konstruktion erhélt man einen Ableitungsbaum zu u bzgl. G'.
Sei u € L(G'). Betrachte Ableitungsbaum zu u bzgl. G'. Fiir jeden inneren Knoten, der (1) kein Terminal
erzeugt, (2) einem markierten NT X’ entspricht und (3) nur ein Kind hat, das nach Definition von P’ damit
auch einem markierten NT Y’ entsprechen muss, gibt es eine Regel X — Y Z € P bzgl. der originalen
Grammatik G. OBdA. ist G auf die niitzlichen Symbole reduziert, womit es mindestens einen Ableitungsbaum
zu Z gibt. Fiige diesen als rechten Teilbaum bei dem inneren Knoten an. Ersetze dann X’ durch X im Baum,
um einen Ableitungsbaum bzgl. G zu erhalten, der ein Wort der Form uv erzeugt.
Sei L kontextfrei und L’ regulidr. Ohne Einschrinkung gibt es G = (V,X,P,S) CFG in CNF und A =
(Q,%,68,qr,F) DFA mit L = L(G) und L’ = L(A).
Idee: Wir erweitern G so, dass eine akzeptierende Berechnung von A geraten wird.
Definiere G’ = (V', %, P’,S’) wie folgt:
e V' =QxV xQuU{S}

o P/ = P/X—>YZ @ PlX—)a W P/S/ mit
PfX—}YZ = {(q3X7 q/) — (q7 Y7 q”)(q”7Z3 q/) ‘ X — YZ € P}
PxLa i ={(g,X,¢d) 2 a|X >ac€PAS(qg,a)=q'}
Ps :={S" = (q¢r,S,qr) | qr € F}U{S = ¢ | € L(G)NL(A)}
Behauptung: L(G") = L(G) NL(A)
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Sei w = ajaz...a; € L(G'). Dann gibt es eine Ableitung der Form
S" = (¢1,S,qr) =" (q0, X1, 1) (q1, X2,02) - .- (-1, X1, q1)

mit (qi_17Xi7q'L) — Qj.

Nach Def. von Px_,y, muss qo = qr und q; = qr gelten.

Nach Def. von Py _,, muss ¢; = 6(gi—1,a) gelten.

Damit existiert eine akzeptierende Berechnung von A zu w, also w € L(A).

Nach Definition erhilt man durch Vergessen der ¢, ¢, also durch Ubergang von (q, X, ¢') zu X aus der obigen
Ableitung auch eine Ableitung in G, womit auch w € L(G) folgt.

Insgesamt w € L(A) N L(G).

Sei w € L(A) NL(G). Dann existiert eine akzeptierende Berechnung ¢; = §(gi—1,a;) von A zu w und ein
Ableitungsbaum zu w bzgl. G. Letzteren erweitert man induktiv zu einem Ableitungsbaum von G’: Den
inneren Knoten, an dem das Blatt zu a; hingt, schreibt man von X auf (¢;—1, X, ¢;) um. Bottom-up/induktiv
schreibt man dann X nach (¢, X, gx) um, falls seine beiden Kinder (da CNF) gerade (¢;,Y, ¢;), (¢5, Z, qr)
sind. Alternativ: aus X wird (gi, X, qi), falls X das Teilwort a,; ...a, erzeugt. Da G’ die Zwischenzustéinde
q" frei mittels Py _,y , raten kann, handelt es sich tatséchlich um einen Ableitungsbaum von w bzgl. P’, also
w € L(G').

Alternativer Beweis iiber PDA:
Sei P = (Qp,%,T,qop, Zo,0p, Fp) ein PDA der L akzeptiert und M = (Qar, %, Sar, o, , Far) ein DFA der L
akzeptiert.
Dann konstruieren wir einen PDA P’ = (Q, %, T, qo, Zo,d, F') der L N L’ akzeptiert wie folgt:

* Q=QprxQu

® g0 = (q0p:qor)

o FF=Fp x Fy

* 3((p,q),a,2) ={((¥),d),B) | @', B) € dp(p,a, Z) Nq' = dm(q,a)}
Beweisskizze: Es ist zu zeigen dass ein w € 3* genau dann von P’ (mit Endzustand) akzeptiert wird wenn es
in LN L’ liegt. Wir zeigen die folgende verallgemeinerte Aussage mit Induktion {iber w

(90, Zo) =% ((p,9),0) <= (qop,Z0) =p (P,0) Aoy —>01 4

Induktionsbasis: w = ¢

Folgt aus der Definition von ¢o und 9.

Induktionsschritt: Sei w’ = wa fiir ein beliebiges a € X. Mit der IH gilt (g0, Z0) =% ((p,q),0) <
(qop, Zo) =% (p,o) A qoy, —% g- Sei 0.B.d.A 0 = Zo' fiir ein Z € T. Mit der Definition von § gilt
((p,q), Z0’) =% ((',q),ac") < (p, Zo") N (p',ac’) A qoy, —w" . Mit der Induktionshypothese folgt
die Behauptung.
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