Einfiihrung in die
Theoretische Informatik

Tobias Nipkow

Fakultat fiir Informatik
TU Miinchen

Sommersemester 2019
© T. Nipkow / H. Seidl / J. Esparza / J. K¥etinsky



Historischer Hintergrund

Grundbegriffe
Grammatiken
Die Chomsky-Hierarchie



Reguldre Sprachen
Deterministische endliche Automaten
Nichtdeterministische endliche Automaten (NFAs)
Aquivalenz von NFA und DFA
NFAs mit e-Ubergingen
Rechtslinearen Grammatiken
Regulare Ausdriicke
Abschlusseigenschaften reguldrer Sprachen
Rechnen mit regularen Ausdriicken
Pumping Lemma
Entscheidungsverfahren
Automaten und Gleichungssysteme
Minimierung endlicher Automaten



Kontextfreie Sprachen
Kontextfreie Grammatiken
Induktive Definitionen, Syntaxbdume und Ableitungen
Die Chomsky-Normalform
Das Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen
Algorithmen fiir kontextfreie Grammatiken
Der Cocke-Younger-Kasami-Algorithmus
Abschlusseigenschaften
Kellerautomaten
Aquivalenz von PDAs und CFGs
Deterministische Kellerautomaten
Tabellarischer Uberblick



Berechenbarkeit, Entscheidbarkeit
Der Begriff der Berechenbarkeit
Turingmaschinen
Programmieren mit Turingmaschinen
WHILE- und GOTO-Berechenbarkeit
Primitiv rekursive Funktionen
PR = LOOP
Die p-rekursiven Funktionen
Die Ackermann-Funktion
Unentscheidbarkeit des Halteproblems
Semi-Entscheidbarkeit
Die Satze von Rice und Shapiro
Das Postsche Korrespondenzproblem
Unentscheidbare CFG-Probleme



Komplexitatstheorie
Die Komplexitatsklasse P
Die Komplexitatsklasse NP
NP-Vollstandigkeit
Weitere NP-vollstandige Probleme
Approximation Algorithms

Automaten, Berechenbarkeit, und Logik
Die Unvollstandigkeit der Arithmetik
Die Entscheidbarkeit der Presburger Arithmetik



Organisatorisches
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und Ankiindigungen (von uns)
auf Piazza:
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Termine

e Vorlesung:

o Mo 14:15-15:45 im MW 0001
e Do 14:15-15:45 im MW 0001

@ Sprechstunde: Do 16:00-16:45 im MI HS1
e Klausur: 09.08.2019



Ubungskonzept

e Erfahrung aus letzten Jahren:

o Sehr unterschiedliche Wissenstiande unter den Studierenden
e Zu wenig Zeit, um Aufgaben ausreichend zu bearbeiten

@ Jeder Student kann abhdngig von seinem Wissensstand (iben:

Unterstiitzung Ubung
Aufgabentyp | Automata Tutor || Ubungsgr. | Vertiefungsgr.
A. Wissen v
B. Verstandnis v
C. Anwenden v v v
D. Analysieren v v
E. Beweisen v v

@ Aufgaben werden entsprechend gekennzeichnet

@ Der Automata Tutor dient zur Unterstiitzung beim
Selbststudium und reicht alleine nicht aus um die Klausur zu

bestehen

@ Gehen Sie vorbereitet in die Ubungs- und Vertiefungsgruppen!



Ubungsanmeldung

@ Konzentration der Tutoriibungen auf die erfahrungsgemaf
beliebten Tage: Montag, Mittwoch und Donnerstag (aufgeteilt
auf zwei LV in TUMonline)

@ Anmeldung iiber TUMonline

e Beginn: Do 25.04. 19:00/19:30
e Ende: Mo 06.05. 23:59
e FCFS-Verfahren



Hausaufgaben

@ Wodchentliche Hausaufgaben

@ Abwechselnd Programmier- und handschriftliche
Hausaufgaben

@ Zusatzlich Aufgaben im Automata Tutor

@ Notenbonus
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Hausaufgaben - Abgabe

@ Abgabe der handschriftlichen Hausaufgaben in Zweier-Teams

Festlegung der Teams in der ersten Ubungswoche

e Sie diirfen gruppeniibergreifend Teams bilden

o Bei Einzelabgaben kein Anspruch auf Korrektur

o Jedes Teammitglied muss 3 der 6 handschriftlichen Abgaben
selbst geschrieben haben

o Formale Kriterien (Deckblatt, etc.) auf der Website

@ Abgabe der Programmierhausaufgaben alleine

e Details zur Abgabe der Programmierhausaufgaben auf dem
ersten Hausaufgabenblatt
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Hausaufgaben

e Plagiieren Sie nicht! (Programmierhausaufgaben von jedem
Studenten selber verfasst)

@ Bei Krankheit kein Anspruch auf Nachpriifung
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Notenbonus

@ Nur auf bestandene Klausuren anrechenbar
@ Nicht besser als 1,0
@ Fiir beide Klausuren im SoSel9

@ Maximal 60 Punkte in den Hausaufgaben

Bonus H Von Bis

1,0

0,0 39 5
0,3 46,5
0,6 53 5



Klausur

@ Schriftliche Klausur
@ Hilfsmittel: Ein beidseitig handbeschriebenes DIN A4 Blatt
@ Anmeldung iiber TUMonline
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Fragen, Wiinsche, Beschwerden und Feedback an
Tutoren, Sprechstunde, Piazza oder theo-uebungsleitung@in.tum.de
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Inhalt und Gliederung der Vorlesung

o Endliche Automaten und reguldre Ausdriicke

e Grundlagen der Textanalyse, der lexikalischen Analyse von
Programmiersprachen, der Spezifikation und Analyse von
Kommunikationsprotokollen, ...

@ Kontextfreie Grammatiken

e Grundlagen der syntaktische Analyse von
Programmiersprachen, Parsing, Compilerbau

@ Theorie der Berechenbarkeit
e Untersuchung der Grenzen, was Rechner prinzipiell kénnen.
o Komplexitatstheorie

e Untersuchung der Grenzen, was Rechner mit begrenzten
Ressourcen konnen.

Universalwerkzeuge der Informatik

16



Wichtige abstrakte Ziele

Abstraktion von irrelevanten Details:
zB nicht x86 sondern Turingmaschine.

Formalisierung durch mathematische Objekte (Mengen,
Funktionen, Relationen)

Simulation eines Formalismus durch einen anderen:
zB nicht-deterministische durch deterministische
Maschinen

Aquivalenz von Formalismen:
zB endliche Automaten und reguldre Ausdriicke.

Reduktion von einem Problem auf ein anderes:
zB Formeln auf Automaten, ...

Endliche Beschreibungen unendlicher Mengen
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Geschichte:
1936 Berechenbarkeitstheorie: Church & Turing

1956 Automaten und reguldre Ausdriicke: Kleene
1956 Grammatiken: Chomsky
1971 Komplexitatstheorie: Cook
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Vorkenntnisse und weiterfiihrende Vorlesungen

@ Vorkenntnisse:

e Einfiihrung in die Informatik 1

o Diskrete Strukturen
@ Weiterfiihrende Vorlesungen:
Automata und Formal Languages
Complexity Theory
Logic
Model Checking
Quantitative Verification
Compiler Construction
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Teil 1
Formale Sprachen
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1. Historischer Hintergrund

@ Erste hohere Programmiersprachen:
Fortran (1954), Lisp (1959), COBOL (1959)

@ Die Geburt formaler Grammatiken:
[§ Noam Chomsky.

Three Models for the Description of Language.
Transactions on Information Theory, 113-124, 1956.

@ Seitdem wird die Syntax von Programmiersprachen durch
formale Grammatiken beschrieben.
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Noam Chomsky (1928) ist Professor fiir
Linguistik am MIT und ein bedeutender
Sprachwissenschaftler.

Neben seiner linguistischen Arbeit gilt
Chomsky als einer der bedeutendsten
Intellektuellen Nordamerikas und ist als
scharfer Kritiker der US-amerikanischen
AuBenpolitik bekannt.

[Quelle: Wikipedia]
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http://www.youtube.com/watch?v=mk8pxyAWTBk

@ Beispiele von Regeln fiir den Bau von Satzen:

Satz — Nominalphrase Verbalphrase
Verbalphrase — Verb Nominalphrase
Nominalphrase — Artikel Nomen

@ Beispiele von Regeln fiir den Bau von mathematischen
Ausdriicken:

Expression — Identifier
Expression — Expression + Expression
Expression — Expression * Expression
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@ Das Wortproblem: Kann eine gegebene Zeichenkette (“Wort")
von den Regeln einer Grammatik erzeugt werden, d.h. ist es
eine legale Zeichenkette bzgl. der Grammatik?

@ Recognizer: Programm, welches das Wortproblem fiir eine
gegebene Grammatik 16st.
Recognizer — Lexer/Parser — Compiler

o Hauptfragen:

o Fiir welche Grammatiken gibt es effiziente Recognizer?
o Gegeben eine Grammatik, wie kann ein Recognizer
automatisch konstruiert werden?
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2. Grundbegriffe

Definition 2.1

Ein Alphabet X ist eine endliche Menge.
Bsp: {0, 1}, ASCII, Unicode.

Ein Wort/String liber X is eine endliche Folge von Zeichen
aus 3, zB 010.

|w| bezeichnet die Lange eines Wortes w.

Das leere Wort (das einzige Wort der Lange 0) wird mit ¢
bezeichnet.

Sind u und v Worter, so ist uv ihre Konkatenation.
Ist w ein Wort, so ist w™ definiert durch

w? = e und Wt = ww". Bsp: (ab)® = ababab.
>* ist die Menge aller Worter iiber .

Eine Teilmenge L C X* ist eine (formale) Sprache.
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Beispiel 2.2 (Formale Sprachen)

e Die Menge aller Worter im Duden (24. Aufl.)
@ Die Menge der deutschen Sitze ist keine formale Sprache
o L = {¢,ab,abab, abababd, ...} = {(ab)™ | n € N}
(31 = {a,b})
e Ly = {¢,ab,aabb,aaabbb, ...} = {a™b" | n € N}
(X2 = {a,b})
o Ls = {¢,1,100,1001, 10000, ...} =
{w € {0,1}* | w ist eine binar kodierte Quadratzahl}
(X3 ={0,1})
°(
o {e}

@ c ist keine Sprache
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Definition 2.3 (Operationen auf Sprachen)
Seien A, B C 3*.
e Konkatenation: AB = {uv |u € AAv € B}
Bsp: {ab,b}{a,bb} = {aba, abbb, ba, bbb}
NB: {ab,b} x {a,bb} = {(ab,a), (ab,bb), (b,a), (b, bb)}
o A" ={wy--wy |wy,...,wp € A} =A--- A

Bsp: {ab, ba}? = {abab, abba, baab, baba}
Rekursiv: A = {e} und A1 = AA"
o A" ={w1---wp [n>0Awi,...,w, € A} = [J,en A"
Bsp: {01}* = {¢,01,0101,010101,...} # {0,1}*
o AT =AA* =, A"
Bsp: £t = Menge aller nicht-leeren Woérter iiber
Achtung:
o Fiir alle A: e € A*
o 0" = {e}
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Einige Rechenregeln:
Lemma 2.4

o PA=10
o {¢JA=A

Lemma 2.5

e A(BUC)=ABUAC
e (AUB)C = ACUBC

Achtung: i.A. gilt A(BNC) = ABnN AC nicht.

Lemma 2.6
A¥A* = A*

20



2.1 Grammatiken

Definition 2.7

Eine Grammatik ist ein 4-Tupel G = (V, 3, P, S), wobei

V ist eine endliche Menge von Nichtterminalzeichen (oder
Nichtterminalen, oder Variablen),

Y ist eine endliche Menge von Terminalzeichen (oder
Terminalen), disjunkt von V', auch genannt ein Alphabet,

PC(VUX)* x (VUZX)* ist eine endlich Menge von
Produktionen, und

S €V ist das Startsymbol.

Konventionen:
e A B,C,... sind Nichtterminale,

@ a,b,c,... (und Sonderzeichen wie +, %, ...) sind Terminale,

o o, f3,7,...€¢ (VUX)*
e Produktionen schreiben wir o — 3 statt (o, 8) € P.
e Statt @ — fB1,..., a0 — [, schreiben wir o — 1| -+ | Bn
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Beispiel 2.8 (Arithmetische Ausdriicke)

o V = {(Expr), (Term), (Faktor)}
° E = {a7b7c7+7*7(7)}
e S = (Expr)
@ Die Menge P enthilt folgende Produktionen:
(Expr) — (Term)
(Expr) — (Expr) + (Term)
(Term) —  (Factor)
(Term) —  (Term) % (Factor)
(Factor) — al|b|c
(Factor) —  ((Expr))
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Definition 2.9
Eine Grammatik G = (V, X, P, S) induziert eine Ableitungsrelation
—¢ auf Woértern iiber V U X:

o —a o
gdw es eine Regel 3 — ' in P und Waérter aq, as gibt, so dass

a=afas und o =18 a

Beispiel : Fiir die Grammatik der arithmetischen Ausdriicken gilt

a+ (Term) +b —¢ a4+ (Term) * (Factor) + b

Eine Sequenz ay —¢ - -+ =G o, ist eine Ableitung von «y, aus aj.

Wenn o1 = S und «a,, € ¥*, dann erzeugt G das Wort «,.

Die Sprache von G ist die Menge aller Woérter, die von G erzeugt
werden. Sie wird mit L(G) bezeichnet.
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Beispiel 2.10 (Arithmetische Ausdriicke)

(Expr) — (Term)

(Expr) — (Expr) 4+ (Term)
(Term) —  (Factor)

(Term) —  (Term) x (Factor)
(Factor) — alb]c
(Factor) —  ((Expr))

Das Startsymbol ist (Expr).
Eine Ableitung:

(Expr) — (Term) — (Term) x (Factor)
— (Factor) * (Factor) — a x (Factor)
— a * ((Expr)) — a * ((Expr) + (Term))
— a * ((Term) (Term)) — a * ((Factor) + (Term))
— a x (b + (Term)) — a * (b + (Factor))
—ax(b+c)
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Beispiel 2.11

Eine Grammatik fiir {a"b"c" | n > 0}

Welche ist richtig?

S — abeS|e S
ba — ab Ba
cb — be Bb

L1L Ll

aBSc | e
aB

bb

be

24



Definition 2.12 (Iteration von —¢)

a—a

n+1

a—a oy & dABoa—=E B —=ay

Reflexive transitive Hiille:
a—gf = dn.a—=gp

Transitive Hiille:
oz—%ﬁ e In>0.a—40

Beispiel: (Expr) —¢& a * (b+ c) und somit (Expr) —¢ ax* (b+ c).

Nach Definition: L(G) = {w € ¥* | § = w}
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2.2 Die Chomsky-Hierarchie
Eine Grammatik G ist vom
Typ 0 immer.
Typ 1 falls fiir jede Produktion o« — (3 auBer S — ¢
gilt [af <[5
Typ 2 falls G vom Typ 1 ist und
fiir jede Produktion @ — (B gilt a € V.

Typ 3 falls G vom Typ 2 ist und
fiir jede Produktion o — (8 auBer S — ¢
gilt e XUXV.

Offensichtlich gilt:

Typ3 CTyp2C Typl C Typ 0
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Grammatiken und Sprachklassen:

Typ 3 Rechtslineare Grammatik Reguldre Sprachen

Typ 2 Kontextfreie Grammatik Kontextfreie Sprachen

Typ 1 Kontextsensitive Grammatik Kontextsens. Sprachen

Typ 0 Phrasenstrukturgrammatik Rekursiv aufzdhlbare Sprachen

Satz 2.13
L(Typ 3) € L(Typ 2) € L(Typ 1) C L(Typ 0)
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Das Wortproblem:

Gegeben: eine Grammatik G, ein Wort w € X*
Frage: Gilt w € L(G) 7

In den kommenden Wochen untersuchen wir das Wortproblem fiir
Grammatiken vom Typ 3 und Typ 2.

Wir studieren Algorithmen, die fiir eine gegebene Grammatik G
einen Automaten Ag konstruieren, und untersuchen ihre Laufzeit.

Ag ist eine abstrakte Beschreibung eines Programms zur Lésung
des Wortproblems.

Der Algorithmus mit GG als Eingabe und Ag als Ausgabe ist eine
abstrakte Beschreibung eines Programms fiir die automatische
Synthese von Recognizern (lex, yacc).
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3. Reguldre Sprachen

Rechtslineare
Grammatiken

Endliche
Automaten

Regulare
Ausdriicke

20



3.1 Deterministische endliche Automaten

b a a,b
Bl B
) L

Eingabewort baba ~» Zustandsfolge 0,0,1,2,2.

Erkannte Sprache: Menge der Worter, die vom Startzustand in
einen Endzustand fiihren.

Recognizer, der nur einmal das Wort durchlauft und es in linearer
Zeit akzeptiert oder ablehnt.
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Definition 3.1
Ein deterministischer endlicher Automat (deterministic finite
automaton, DFA) M = (Q, X, d, qo, F') besteht aus

@ einer endlichen Menge von Zustianden Q,

@ einem (endlichen) Eingabealphabet X,

@ einer (totalen!) Ubergangsfunktion 6 : Q x ¥ — Q,

@ einem Startzustand ¢¢ € @, und

@ einer Menge F' C ) von Endzusténden (akzeptierenden Zust.)

Die von M akzeptierte Sprache ist
L(M) = {w e 2 | §(¢0,w) € F} ,

wobei 4 : Q x X* — @ rekursiv definiert ist durch

8(q.¢) q
(g, aw) = 0(6(¢,a),w) firae 3, weX*

Definition 3.2
Eine Sprache ist reguldr gdw sie von einem DFA akzeptiert wird.
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Eigenschaften von 5
® 0(¢,a) = d(q,a).

° 3(q,ww’) = 5(5(q,w),w’).

49



Graphische Darstellung

@ Endliche Automaten kdnnen durch gerichtete und markierte
Zustandsgraphen veranschaulicht werden:

o Knoten = Zustinden
o Kanten = Ubergingen: p % ¢ = §(p,a) =q
@ Der Anfangszustand wird durch einen Pfeil, Endzusténde
werden durch doppelte Kreise gekennzeichnet.
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Beispiel 3.3

b a a,b

BoRECRNC

Akzeptierte Sprache = alle Woérter iiber {a,b}, die ab enthalten.

o Jedes Wort, das akzeptiert wird, enthilt ab.
Sei w ein Wort, welches akzeptiert wird.
Betrachte in der Zustandsfolge fiir w den Zeitpunkt, in dem
Zustand 1 zum letzten Mal besucht wird (existiert weil die
Folge in Zustand 2 endet).
Ummitelbar davor wird a gelesen und unmittelbar danach b

@ Jedes Wort, das ab enthalt, wird akzeptiert.
Fiir alle ¢ € {0,1,2} gilt: 6(¢, ab) = 2.
Fiir alle w' € {a,b}" gilt: 6(2,w') = 2.
— 0(0, wabw') = 5(6(5(0, w), ab), w') = §(2,w’) = 2



Beispiel 3.4
Fiir w € {0,1}* sei #w die von w binar reprasentierte Zahl,
2B #100 = 4.

0 1

4. 0
(©O—Q

Der DFA akzeptiert genau die w € {0,1}* so dass #w gerade ist.

Beweis:

Fiir alle w # €, #w ist gerade gdw w endet mit 0.

1. 6(0,w0) = 6(6(0,w),0) = 0 € F, daher w0 € L(A)

2. 6(0,wl) = 6(5(0,w),1) =1 ¢ F, daher wl ¢ L(A)

Fiir w = ¢, 0(0,w) = 0, daher ¢ € L(A) und #e = 0. O
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Beispiel 3.5

Der DFA akzeptiert genau die Worter w € {0,1}* mit: #w ist ein
Vielfaches von 3.
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3.2 Nichtdeterministische endliche Automaten (NFAs)

Verallgemeinerung von DFAs: Aus einem Zustand eines NFAs
konnen 0, 1, oder mehr Transitionen mit derselben Beschriftung
ausgehen.

Beispiel 3.6

Erkennung der Binarzahlen, deren vorlezte Ziffer 1 ist:

0,1

& D0
Wort wird akzepiert gdw es einen Weg zum Endzustand gibt.
Intuitive Vorstellung:

@ Der Automat durchsucht alle moglichen Wege
@ Der Automat “rat” den richtigen Weg.
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Definition 3.7
Ein nichtdeterministischer endlicher Automat (nondeterministic
finite automaton, NFA) ist ein 5-Tupel N = (Q, %, J, qo, F'), so
dass

@ (Q, X, go und F' sind wie bei einem DFA

0 5:QxY—PQ)
P(Q) = Menge aller Teilmengen von Q = 29.
Alternative: Relation § C @ x ¥ x Q.

Beispiel
0,1
. ) ” p | {p} [ {p¢}
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Erweiterung von §: Q x X — P(Q)
auf §: P(Q) x & — P(Q):

5(S,a) = U d(g,a)
qeS
= 5:P(Q) x £* = P(Q)
Intuition:

s

d(S,w) ist Menge aller Zustande,

die sich von einem Zustand in S aus mit w erreichen lassen.

Die von N = (Q, %, 9, qo, F') akzeptierte Sprache ist

L(N) = {w e £* | 6({qo},w) N F # 0}

Um Tod durch Notation zu vermeiden schreiben wir oft nur
0 statt 0 und ¢ statt 4.
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Beispiel

5({p.q},10)
3(3({p.q},1),0)
3(8(p.1) Ud(g, 1
5({p. ¢, 7},0)
5({p,q,7},0)
d(p,0)Ud(q,0)Ud(r,0)

{pyu{rtud = {p,r}

Of)\ 0’)\

);0)

B
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e NFA wird (typischerweise) nicht direkt als Recognizer
verwendet

@ sonder ist meist Zwischenstation auf dem Weg zum DFA
oder kompakte Darstellung einer Sprache
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3.3 Aquivalenz von NFA und DFA
Satz 3.8

Fiir jeden NFA N gibt es einen DFA M mit L(N) = L(M).

Beispiel
P 0,1

)
(D)D)
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Beweis:
Sei N = (Q, 3,0, qo, F) ein NFA.
Definiere den DFA M = (P(Q),%,0,{q0}, Fun):

Fy={SCQ|SnF#0}

Dann gilt: )
we LN) < 06({q},w)NEF #() Def.
= 5({q0},w) e 'y Def.
& we L(M) Def. O

Dies nennt man die Potenzmengen- oder Teilmengenkonstruktion.

In der Praxis werden nur die aus gy erreichbaren Zustande
konstruiert.

Trotzdem: Fiir einen NFA mit n Zustdnden kann der entsprechende
DFA bis zu 2™ Zustdnde haben.
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Beispiel 3.9

Ly :={w € {0,1}" | das k-letzte Bit von w ist 1}
Ein NFA fiir diese Sprache:

0,1

—(qo 1 (1) 0,1 ,@ 0,1,

Die Potenzmengenkonstruktion liefert einen DFA fiir Lj, mit 2%
Zustanden. Geht es kompakter?

Lemma 3.10
Jeder DFA M mit L(M) = Ly hat mindestens 2F Zustanden.

Im schlimmsten Fall ist ein exponentieller Sprung unvemeidlich.
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Beweis:
Sei M ein DFA mit L(M) = Ly,
© Zuerst zeigen wir fiir alle wy,ws € {0, 1}*:

wenn wi # wg dann §(qo, w1) # d(qo, w2).
Annahme: Es gibt w1, ws € {0,1}* mit wy # wy aber
d(q0,w1) = 0(qo, w2). Wir leiten einen Widerspruch ab:

@ Sei wi = wa;...ar und we = wb;...by mit a; #£ b;
OE sei ai:L bi:().

Es gilt einerseits: w;0°"! = wa; ...ap0"! € Ly,
w20’_1 = wb; ... bk()z—l g Ly,

(5(go, w2), 077 1) = &(go, w20'"1) 4

@ Es folgt: M hat mindestens 2F Zustinde.

Aber es gilt auch: 6(qgo, w10°1) = §(5(qgo, w1), 07 1)
5
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3.4 NFAs mit e-Ubergingen

@ Diese Erweiterung von NFAs macht sie nicht machtiger
(man bekommt wieder genau die reguldren Sprachen)

@ aber man kann manche Sprachen einfacher beschreiben als
nur mit NFAs.
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Definition 3.11°
Ein NFA mit e-Ubergéngen (auch e-NFA) ist ein NFA mit einem
speziellen Symbol € ¢ ¥ und mit

5:Qx (2U{e)) = P@Q) .

Ein e-Ubergang darf ausgefiihrt werden, ohne dass ein
Eingabezeichen gelesen wird.

0 1 0
S
% (@) g
Akzeptiert: ¢, 00, 11, ... Nicht akzeptiert: .

Bemerkung: € # ¢; € ist ein einzelnes Symbol, € das leere Wort.
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Formal betrachten wir einen e-NFA N = (Q, X, d, qo, F) als
kompakte Reprisentation eines e-freien NFA N’ = (Q, 3, ', qo, F’)

00 :QxX—=PQ):

§(g.a):= |J 6({q),éael).
i>0,5>0

e Falls N das leere Wort € akzeptiert, also falls
3i > 0. 6({qo}, €)NF #£0
dann setze F' := F U {q}, sonst setze F' := F.
Damit gilt per definitionem:

Jeder e-NFA ist dquivalent zu einem NFA.

Ab jetzt: “e-Ubergang” und “e-NFA" .
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Beispiel 3.12
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Fazit: Die Automatentypen
e DFA
e NFA
o -NFA

sind gleich machtig.
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3.5 Rechtslinearen Grammatiken

Erinnerung: rechtslineare Grammatiken haben nur Produktionen
der Form A - a, A - aB und S — €.
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Satz 3.13
Fiir jeden DFA M gibt es eine rechtslineare Grammatik G mit
L(M) = L(G).

Beweis:
Sei M = (Q,%,0,qo, F). Die Grammatik G = (V, T, P, S) mit
eV =Q T=%X 5=q,
° (q1 — agz) € P gdw 0(q1,a) = g,
@ (g1 > a) € P gdw 6(¢q1,a) € F, und
@ (go—€)€Pgdwq € F,

ist vom Typ 3 und erfiillt L(G) = L(M):
Es gilt (Induktion iiber n):

A

qo =G a1 an gdw 0(qo,a1...ap) € F
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Satz 3.14
Fiir jede rechtslineare Grammatik G gibt es einen NFA M mit
L(G) = L(M).

Beweis:
Sei G = (V, %, P, S) eine rechtslineare Grammatik.
Der e-NFA N = (Q, %, 6, qo, F') mit
o Q@ =V U/{qr} (wobei gf neu: g ¢ V)
e Yei(X,a)gdw (X = aY)e P
® ¢r € 0(X,u) gdw (X = u) € P wobei u € X U {€}
e qv=2>5
o I'={qs}
erfillt L(N) = L(G):
Es gilt (Induktion lber n):

quS(S,al...an) gdw S—=gai...an
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3.6 Reguldre Ausdriicke

Regulare Ausdriicke sind eine weitere Notation fiir die Definition
von formalen Sprachen.

Definition 3.15
Regulare Ausdriicke (regular expressions, REs) sind induktiv
definiert:

@ () ist ein regularer Ausdruck.

@ € ist ein reguldrer Ausdruck.

o Fiir jedes a € X ist a ist ein reguldrer Ausdruck.

@ Wenn « und 3 reguldre Ausdriicke sind, dann auch

e aff
o a|f (oft @ + B geschrieben)

o af

Nichts sonst ist ein reguldrer Ausdruck.
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Notation:
@ Reguldre Ausdriicke kdonnen bzw. miissen geklammert werden.
e Bindungsstarke: * starker als Konkatenation stérker als |
e ab* = a(b*) # (ab)*
@ ab|c=(ab) | c#a(b]c)
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Definition 3.16
Die Sprache L(7) eines reguldren Ausdrucks 7y
ist rekursiv definiert:

e L(0)=10

66



Beispiel 3.17
Sei das zugrunde liegende Alphabet ¥ = {0, 1}.
o Alle Worter, die mit 00 enden:
(0]1)*00
@ Alle Worter gerader Lange, in denen 0 und 1 alternieren:
(01)* | (10)*
@ Alle Worter, die eine gerade Anzahl von 1'en enthalten:
(0*10*1)*0"
o Alle Worter, die die Binardarstellung einer durch 3 teilbaren
Zahl darstellen, also
0,11,110,1001,1100,1111, 10010, . . .

Hausaufgabe!
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Beispiel 3.18
Gleitkommazahlen: ¥ = {+,—-,0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,.}

(+ | - | €)(DD* | DD*.D* | D*.DD")

wobei D = (0[12/3]4/5/6]7|8]9)
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Erweiterte reguldre Ausdriicke in UNIX:

lai...ap]
["a1...an]
o

a+

afn}

= ail...|a, wobei ¥ = {ay,...a,}

al...|an

byl ...|bm wobei {b1,...,by} =%\ {a,..

€|la
aa®

a...a (n copies)

San}
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Strukturelle Induktion
Da die reguldren Ausdriicke induktiv definiert sind, gilt fiir sie das
Prinzip der strukturellen Induktion:

Um zu beweisen, dass Eigenschaft P fiir alle reguldren Ausdriicke
v gilt, also P(7), beweise

fir alle a € ¥
) AP(B) = P(ap)
P(a) N P(B) = Pla | B)
P(a) = P(a”)

Komfortabler Spezialfall der Induktion iiber die Lange von ~.
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Satz 3.19 (Kleene 1956)

Eine Sprache L C ¥* ist genau dann durch einen reguliren
Ausdruck darstellbar, wenn sie regular ist.

Beweis:

="

Sei L = L(v).

Wir konstruieren einen e-NFA N mit L = L(N) mit Hilfe
struktureller Induktion iiber ~.

Die Basisfille v = 0, v = €, und v = a € X sind offensichtlich.
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Fall v = ag:
Nach Induktionsannahme konnen wir e-NFAs N, und Ng
konstruieren mit L(N,) = L(a) und L(Ng) = L(f3).

(O
O o E=-ONENG

N, Np

(Qus 2, 00, Qoars )

Ng = (Qp,%,08,q0p, Fp)  (mit QuNQp=0)
Nog = (QaUQg,%,0,q0a, Fp)

§ = 6,U0gU{(f,€) — {qop} | f € Fu}
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Fall y =« | B
Nach Induktionsannahme konnen wir e-NFAs N, und Ng
konstruieren mit L(N,) = L(«) und L(Ng) = L(f).

IONENO
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Fall v = o*:
Nach Induktionsannahme konnen wir einen e-NFA NN, konstruieren
mit

L(N,) = L(«) .

O
O




="

Sei M = (Q,%,4,q1, F) ein DFA.

(Funktioniert analog auch fiir NFA)

Wir konstruieren einen RE v mit L(M) = L(v).

Sei @ = {q1,.-.,qn}. Wir setzen
Rfj := {w € ¥* | die Eingabe w fiihrt von ¢; in g;, wobei alle

Zwischenzustande (ohne ersten und letzten)
einen Index < k haben }

Behauptung: Fiir alle i,5 € {1,...,n} und k € {0,...,n} kdénnen
wir einen RE afj konstruieren mit L(afj) = Rfj
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Bew.:

Induktion tber k:
k = 0: Hier gilt

o Jla€X|d(q,a) = q;}, falls i # j
" {a € ¥|6(gi,a) =qj}U{e}, fallsi=j

Setze

Ot,L] .

0 {a1|...|al falls i # j

ai|...|ajle fallsi=j

wobei {a1...,q;} ={a € X |d(gi,a) =g}
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Bew.:

Induktion tber k:
k = k 4+ 1: Hier gilt

k+1 k k k * pk
Rij+ = Ry U Ri(’fﬂ)(R(kH)(kH)) R(k+1)j
weil man jede Folge von Zahlen < k + 1 schreiben kann als
Fi,k+1,Fk+1,....k+1,F,

wobei jede F} Folge von Zahlen < k ist.
Wir definieren rekursiv

k+1 ko ok k k
ai;r = %ij | ai(kH)(O‘(k+1)(k+1))*0‘(k+1)j
Somit gilt
LOM) = Liafy, |+ | af,)

wobei F' = {i1,...,i,}.
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Unsere Konversionen auf einen Blick:

DFA + NFA <+ eNFA

N LS
RE

RE — e-NFA:  RE der Lange n ~ O(n) Zusténde
e-NFA — NFA: Q~ Q@

NFA — DFA:  n Zustinde ~ O(2") Zustande

FA — RE: n Zustande ~ RE der Lange O(n4™)

Beweis FA—RE: my := maximale Lange von afj
® mp = c1|X]
@ M1 =4 *xmy + c2
o my, € O(4%)

@ Linge des Gesamtausdrucks: O(n4™)
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3.7 Abschlusseigenschaften regulidrer Sprachen

Satz 3.20
Seien R, R1, Ry C X2* regulire Sprachen. Dann sind auch

Ri1R>, R1 U Ra, R*, R (Z: ¥* \ R), RiN Ry, Ry \R2

reguldre Sprachen.

Beweis:
R1Ry, R1 U Ry, R* klar.
R Sei R = L(A) fiir einen A = (Q,%,0,qo, F') DFA.

Betrachte A" = (Q, %, 4, qo, Q\F)
Dann ist L(A") = L( ) =

RN Ry :EURQ ( organ)
Ri\Ry =




Bemerkung
Komplementierung (R) durch Vertauschen von Endzustinden und
Nicht-Endzustanden funktioniert nur bei DFAs, nicht bei NFAs!

Ubungsaufgabe: Finde Gegenbeispiel fiir NFAs

Bei NFAs:

Komplementierung erzwingt Determinierung.

Komplementierung ist (potenziell) teuer.

20



Die Produkt-Konstruktion: Durchschnitt direkt auf DFAs, ohne
Umweg iiber de Morgan.

Beide DFAs laufen synchron parallel, Wort wird akzeptiert wenn
beide akzeptieren.

Parallelismus = Kreuzprodukt der Zustandsraume

Satz 3.21
Sind M1 — (Ql, Z, 51, S1, Fl) und M2 = (Qg, Z, (52, S92, FQ) DFAS,
dann ist der Produkt-Automat

M = (Q1 x Q2,%,6, (s1,52), F1 x F3)
6((q1,g2),a) :== (61(q1,a), d2(q2, a))

ein DFA der L(M) N L(Ma) akzeptiert.

Erinnerung: |Q1 x Q2| = |Q1]|Q2]-

1



Beweis:
Durch Induktion liber w 138t sich zeigen:

~ A~ ~

6((q1, g2), w) = (1(q1, w), 02(g2, w)).
Damit gilt:

w e L(M)

(6((s1,52), w) € F x Fy
(81(s1,w), Ba(s2,w)) € Fy x Fy
d1(s1,w) € Fy Ada(s2,w) € Fy
w e L(My) ANw € L(Ma)

w € L(My) N L(Ma)

to et

Funktioniert Durchschnitt durch Produkt auch fiir NFAs?
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Definition 3.22
Die Umkehrung (Spiegelung) von w = ay ... a, ist w
Die Umkehrung einer Sprache A ist A% := {w® | w € A}

Satz 3.23

Ist A eine regulire Sprache, dann auch AT

R .

Beweis:
Sei M = (Q,%,9,qo, F') ein DFA mit L(M) = A.
Wir konstruieren nun einen e-NFA M’ mit L(M') = A
o Kehre alle Uberginge um: p % g~ p & ¢
e Fiige einen neuen Startzustand ¢, hinzu
mit ¢) 5 f fiir alle f € F.
@ Mache gy zum (einzigen) Endzustand.

Dann gilt L(M') = AR,

=y ..

.ai.
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3.8 Rechnen mit reguldren Ausdriicken

Definition 3.24
Zwei reguldre Ausdriicke sind dquivalent gdw sie die gleiche
Sprache darstellen:

a=p = Lla)=L(p)

Beispiel zum Unterschied von = (syntaktische Identitdt) und =
(Bedeutungsaquivalenz):

(@] B) = (B|a)aber (| B) # (8] ).
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Null und Eins:

Lemma 3.25
el|la=a|d=a«
o Da=ad=0
e eca=aeE=
e P =€

@ €f=¢€
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Lemma 3.26
Assoziativitat:

o (a|B)[y=al(B]Y)

o (af)y=a(p)
Kommutativitat:

ealf=pha
Distributivitat:

o a(B|7) = aB | ay

o (a|B)y=ay|By
Idempotenz:

eula=a
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Stern:
Lemma 3.27

@ €|an* =

o ofav =

o (a")*=af

Beispiel 3.28

Herleitung einer Aquivalenz aus obigen Lemmas:
€l a*
=e¢| (e|aa*) Stern Lemma

(€| €) | aa™ Assoziativitdt

=e|aa* Idempotenz

=af Stern Lemma



Lisst sich jede giiltige Aquivalenz & = 3 aus den obigen Lemmas
fiir = herleiten?

Satz 3.29 (Redko 1964)

Es gibt keine endliche Menge von giiltigen Aquivalenzen aus denen
sich alle giiltigen Aquivalenzen herleiten lassen.

Wenn man mehr als nur Aquivalenzen zul3sst:

[3 Arto Salomaa.
Two Complete Axiom Systems for the Algebra of Regular
Events. Journal of the ACM, 1966.
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3.9 Pumping Lemma

Oder: Wie zeigt man, dass eine Sprache nicht regular ist?

Satz 3.30 (Pumping Lemma fiir reguldre Sprachen)

Sei R C X* reguldr. Dann gibt es ein n > 0, so dass sich jedes
z € R mit |z| > n so in z = uvw zerlegen lisst, dass

e vFe,
e |uv| <mn, und
e Vi > 0. uwv'w € R.
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@ Die logische Struktur des Satzes:

Vreg. R.3n > 0.Vz € R. |z| >n= Juvw. z=uvwA...

@ Das Pumping Lemma als Spiel:

Spieler | wahlt eine reguldre Sprache R

e Spieler Il wahlt einn >0

o Spieler | wihlt ein z € R mit |z] > n

e Spieler Il wahlt eine Zerlegung uvw von z

Spieler Il gewinnt, wenn die Zerlegung die gewiinschten
Eigenschaften erfiillt, sonst gewinnt Spieler I.

Das Pumping Lemma sagt, dass Spieler |l eine
Gewinnstrategie hat: Wenn er richtig spielt, dann gewinnt er
jede Partie.

@ Sprechweise: n ist eine Pumping-Lemma-Zahl fiir R,
falls alle z € R mit |z| > n sich so wie im Pumping-Lemma
zerlegen und aufpumpen lassen.
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Beweis:
Sei R=L(A), A= (Q,%,6,q, F).

Sein=|Q|. Seinun z =a;...a, € R mit m > n.

Die beim Lesen von z durchlaufene Zustandsfolge sei
a1l a2 am,
Go=po —>P1 —7>P2° " —7 DPm

Dann muss es 0 < i < j < n geben mit p; = p;.

Wir teilen z wie folg auf: a1 ...a;a;41...a;a41...am
j Aj

~~
v

u w

Damit gilt:
o |uv| <mn,
@ v # ¢, und
e VI >0. uwww e R.

[Darf A NFA sein?]
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Fazit:

Falls L(M) = R so ist |Qx| eine Pumping-Lemma-Zahl fir R.

Pumping-Lemma-Zahl fiir L(ab*c)?
Pumping-Lemma-Zahl fiir {aaaa}?

Ist |@nr| + 1 auch eine Pumping-Lemma-Zahl fiir R?

(o))



Beispiel fiir die Anwendung des Pumping Lemmas:

Satz 3.31
Die Sprache {a'b’ | i € N} ist nicht regular.

Beweis:

Angenommen, L sei doch regular.

Sei n eine Pumping-Lemma-Zahl fiir L.
Wihle z = a"b" € L.

Dann ist z zerlegbar in uvw mit

u,v € {a}* (weil Juv] < n) und v # €.
Damit miisste gelten a"~1"Ip" = ww € L. 4

“Endliche Automaten konnen nicht unbegrenzt zdhlen”

Ist die Sprache {a™b™ | n < 105} reguldr?
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Beispiel fiir die Anwendung des Pumping Lemmas:

Satz 3.32
L ={0™" | m > 0} ist nicht regulir.

Beweis:

Angenommen, L sei doch regular.

Sei n eine Pumping-Lemma-Zahl fiir L.

Wihle z = 0" € L. Dann ist z zerlegbar in yvw mit

1< <|uww| <n

und wvlw € L fiir alle | € N.D.h. insb. |uv?w] ist Quadratzahl.
Dies fiihrt zu einem Widerspruch:

n? = |z| = Juvw| < [u*w| <P +n<n?+2n+1=(n+1)°

Denn zwischen n? und (n + 1)? liegt keine Quadratzahl.

O]
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Beispiel fiir die Anwendung des Pumping Lemmas:

Satz 3.33
Die Sprache der balancierten Klammer-Ausdriicke iiber {(,)}
ist nicht regular.

Beweis:
Aufgabe. O

Satz 3.34

Die Sprache Arith der arithmetischen Ausdriicken ist nicht regular.

Beweis:

Angenommen, Arith sei doch regular.

Dann gibt es einen DFA A mit L(A) = Arith.

Ersetze alle Transitionen von A, die nicht mit ( oder ) beschriftet
sind durch e-Transitionen.

Der resultierende e-NFA erkennt die Sprache der balancierten
Klammer-Ausdriicke. Widerspruch zu Satz 3.33. O]

[o]



Bemerkung
Es gibt nicht-reguldre Sprachen, fiir die das Pumping-Lemma gilt!
= Pumping-Lemma hinreichend aber nicht notwendig um

Nicht-Regularitat zu zeigen.

reguldr C Pumping-Lemma gilt C alle Sprachen
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3.10 Entscheidungsverfahren

Wir untersuchen Entscheidungsprobleme fiir reguldre Sprachen,
d.h. Probleme der Gestalt

Eingabe: Ein oder mehrere Objekte, die reguldre Sprachen
beschreiben (DFA, NFA, RE, Typ 3 Gram., ...)
Frage: Haben diese Objekte eine Eigenschaft X7

Ein (Entscheidungs)Problem ist entscheidbar wenn es einen
Algorithmus gibt, der bei jeder Eingabe in endlicher Zeit die
richtige Antwort gibt.

In der zweiten Halfte der Vorlesung wird gezeigt, dass nicht alle
Entscheidungsprobleme fiir Grammatiken enstcheidbar sind!

Welche Entscheidungsprobleme sind fiir rechtslineare Grammatiken
(oder DFA; NFA; RE ...) entscheidbar?

Wie hdngt die Laufzeit des Algorithmus mit der Beschreibung
zusammen?

Q7



Definition 3.35
Sei D ein DFA, NFA, RE, rechtslineare Grammatik . ...

Wortproblem: Gegeben w und D, gilt w € L(D)?
Leerheitsproblem: Gegeben D, gilt L(D) = (?
Endlichkeitsproblem: Gegeben D, ist L(D) endlich?
Aquivalenzproblem: Gegeben Dy, Do, gilt L(D;) = L(D)?
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Lemma 3.36
Das Wortproblem ist fiir ein Wort w und DFA M in Zeit
O(Jw| + |M]|) entscheidbar.

Lemma 3.37
Das Wortproblem ist fiir ein Wort w und NFA N in Zeit
O(|Q|*|w| + |N|) entscheidbar.

Beweis:
Sei @ ={1,....s},go=1und w=ay...an.

S:={1}
for i:=1to ndo S:=J;c5d(j,a)
return (SN F # ()

[e]0



Lemma 3.38
Das Leerheitsproblem ist fiir DFAs und NFAs entscheidbar
(in Zeit O(|Q||S]) bzw O(IQ?|Z)).

Beweis:

L(M) = 0 gdw kein Endzustand von ¢ erreichbar ist.

Dies ist eine einfache Suche in einem Graphen, die jede Kante
maximal ein Mal benutzen muss.

Ein NFA hat < |Q|?|X| Kanten, ein DFA hat < |Q||X| Kanten.

Ist ¥ fix, z.B. ASCII, so wird daraus O(|Q|?) bzw O(|Q)).

O



Lemma 3.39
Das Endlichkeitsproblem ist fiir DFAs oder NFAs entscheidbar.

Beweis:
|L(M)| = oo gdw von gp aus eine nicht-leere Schleife erreichbar

ist, von der aus F' erreichbar ist.
Finite(Q,X%,0,q0, F) = R := Reach({qo})
C:={peR|pe Reach(Jyex d(p,a))}
return (Reach(C)NF = ()

Reach(K)= R:=0;,W:=K

while W # () do
pick and remove some p € W
if p ¢ R then
R:=RU{p};, W:=W U,ex d(p,a)
return R

O



Lemma 3.40
Das Aquivalenzproblem ist fiir DFAs entscheidbar.

Beweis:
Folgt direkt aus

Li=1Ly & L1 CLyNLyClLy
LCL & LNnL=0
da fiir DFAs Komplement und Durchschnitt wieder endliche

Automaten liefern und das Leerheitsproblem fiir endliche
Automaten entscheidbar ist.



Satz 3.41

Das Aquivalenzproblem fiir DFAs ist in Zeit O(|Q1]|Q2||%])
entscheidbar.

Beweis:
Gegeben: DFAs M mit m und Ms mit n Zustanden.
Mit Hilfe der Produkt-Konstruktion fiir N folgt:

‘ Anzahl der Zustinde




Korollar 3.42
Das Aquivalenzproblem fiir NFAs ist in Zeit O(2/Q11+1Qz)
entscheidbar (bei fixem X).

Beweis:

2 NFAs mit m und n Zustanden ~-
2 DFAs mit 2™ und 2™ Zustanden ~
Aquivalenztest in Zeit O(2™2") O

Korollar 3.43
Das Aquivalenzproblem fiir reguldre Ausdriicke ist entscheidbar.



Fazit:

Die Kodierung der Eingabe (DFA, NFA, RE, ...) kann
entscheidend fiir die Komplexitat eines Problems sein.



3.11 Automaten und Gleichungssysteme

Nicht mehr Beweisen von Aquivalenzen
Gilt XX* = X*X fir alle X7
sondern Lésen:
Fiir welches X gilt X =aX [0 7?
Anwendung:

Automat ~ Gleichungssystem ~» RE



Beispiel 3.44
Ein Automatenfragment:

py A®) A
L; :={w | d(¢qi,w) € F}

a === 4
.@ c Ly ={a}L; U{b}Ls U{c}Ls

Da die L; regular sein miissen, arbeiten wir direkt mit REs:
X1 =aX1 | bXa | cX3

Losung X; ist RE fiir die von ¢; aus akzeptierte Sprache.



Satz 3.45 (Ardens Lemma)
Sind A, B und X Sprachen mit € ¢ A, so gilt

X=AXUB = X=A'B
Korollar 3.46
Sind «, B und X reguldre Ausdriicke mit € ¢ L(«), so gilt
X=aX|p = X=aof

Bemerkungen

@ X = {e}X U B hat keine eindeutige Losung:
jede Sprache X D B ist Losung.

@ X = aXb | e hat keine regulire Lésung.



Umwandlung eines DFAs in einen dquivalenten reguldren Ausdruck:

Beispiel 3.47

Aquivalentes Gleichungssystem:
X ist ein RE fiir die von g; aus akzeptierte Sprache.
X1 = an | ng

aX1 | bX2 |7
X3 = bXi|aXs|e

la
I



Losen des Gleichungssystems:

X1 = CLXQ | ng
aXl | bX2 | €
X3 = le ’ (IXQ | €

o
I

Lose Xo = bXo | (aX; | €) nach Xy auf:
X9 =b"(aX1 | €)
Zuriick einsetzen:

X1 = ad*(aXy]€))|bXs3
X3 = bXy|a(d(aX1]€))|e

Ausmultiplizieren und X; ausklammern:

X1 ab*aX1 ‘ ab* ‘ ng
X3 = (b|ab®a)X1|ab" | €



X1 = ab*aX;|bXs3|ab®
X3 = (b|ab®a)Xy|ab" | e

X3 ist geldst, in 1. Gleichung einsetzen:
X1 =ab*aX; | b((b|ab*a)X; | ab™ | €) | ab”
Ausmultiplizieren und X7 ausklammern:
X1 = (ab®a | bb | bab*a)X; | bab™ | b | ab”
Nach X auflésen:

X1 = (ab*a | bb | bab*a)*(bab* | b | ab®)



Umwandlung eines FAs in einen dquivalenten regularen Ausdruck:

@ Wandle FA mit n Zustidnden in ein System von n Gleichungen
mit n Variablen um:

Xi=anXi |- | anXn | b

aij = c |- |ex falls {c1,...,cx} ={c€S| g > q}

wobei a;; := 0 falls ¢; 5 g;fiir kein c € &

{e falls ¢; € F
bi =
0 sonst

@ Ldose das System durch schrittweise Elimination von Variablen
mit Hilfe von Ardens Lemma fiir REs (Korollar 3.46).

@ Ist k der Startzustand, so beschreibt X}, die vom Automaten
akzeptierte Sprache.



Beweis von Ardens Lemma:
Wir nehmen an X = AX U B.

X = AAXUB)UB=A’XUABUB
= A*(AXUB)UABUB=A*XUA’BUABUB =...

Mit Induktion zeigt man fiir alle n € N:

X =A""XxU U A'B

1<n

0: Behauptung wird zu X = AX U B, der Annahme.
n+1l: X = A" XUU,AB
= A""(AXUB)UU, A'B
= A"MXUA"BUU,., A'B
= A"MX U,y A'B



X =A""1XUU;c, A'B (*)
Wir zeigen nun X = A*B.
A'BCX: weA'B=|JAB
ieN
— dn.we A"B

— weX
X CA*B:  Seiw e X und n:=|w|.

e¢ A
= Yu€ A" Jul >n+1
= w¢ A"TIX
= w € U A'B (wegen (%))
i<n
— we | JA'B=4"B
€N



3.12 Minimierung endlicher Automaten
Wir zeigen, dass jede reguldre Sprache einen einzigen minimalen
DFA hat und geben Algorithmen an, die diesen DFA konstruieren.
© Beispiele
@ Algorithmen

© Minimalitatsbeweis



Algorithmus zur Minimierung eines DFA

© Entferne alle von gy aus nicht erreichbaren Zustdnde.
@ Berechne die dquivalenten Zustidnde des Automaten.

© Kollabiere den Automaten durch Zusammenfassung aller
dquivalenten Zustinde.

Zustinde p und ¢ sind unterscheidbar wenn es w € ¥* gibt mit
5(p,w) € F und §(q,w) ¢ F oder umgekehrt.

Zustande sind dquivalent wenn sie nicht unterscheidbar sind,
d.h. wenn fiir alle w € ¥* gilt:

Spw)e F & d(quw)eF
e Gilt pe F und ¢ ¢ F, dann sind p und ¢ unterscheidbar.

@ Sind §(p,a) und §(q,a) unterscheidbar, dann auch p und q.
= Unterscheidbarkeit pflanzt sich riickwarts fort.



Berechnung aquivalenter Zustande eines DFA

Eingabe: DFA A = (Q, %, 0, qo, F)
Ausgabe: Aquivalenzrelation auf Q.
Datenstruktur: Eine Menge U ungeordneter Paare {p,q} C Q.
Algorithmus U:
QU ={{pa}t|lpeFANq¢F}
@ while 3{p,q} ¢ U. Ja € X. {§(p,a),0(q,a)} € U

do U :=UU{{p,q}}
Invariante: {p,q} € U = p und ¢ unterscheidbar

Lemma 3.48
Am Ende gilt: U ist Menge aller unterscheidbaren Zustandspaare.

Beweis:

{p,q} € U = p und q unterscheidbar: Invariante

p und g unterscheidbar — {p,q} € U:

Induktion iiber die Lange eines unterscheidenden Worts. O



Implementierung von U:

Tabelle von anfangs unmarkierten Paaren {p, ¢}, p # q.

0

2

| 3

forall pe F, g € Q\ F do markiere {p,q}
while 3 unmarkiertes {p, ¢} Ja € . {d(p,a),0(q,a)} ist markiert
do markiere {p, ¢}

Komplexitat:

O((3) + B () =0 (M5 + =l s)) = o(n?)

bei fixem X.



Beispiel 3.49

X | X | x| X% ‘C’
XX |xX|x|™




Von O(n*) zu O(n?) mit Abhingigkeitsanalyse:

{p',q'} unterscheidbar —>
{p, q} unterscheidbar falls {p, ¢} N ', ¢

D{p’,q'}] : Menge der Paare {p, q} wie oben, anfangs leer

for all {p,q} CQ mitp#gq,ac X do

p':=0(p,a); ¢ :=d(q,a)

if p' # ¢’ then D[{p',q'}] .= D[{p’,d'} U {{p,q}}
forall p’ € F, ¢ € Q\ F do mark({p',q'})

mark({p’,q'}) =
if {p',¢'} unmarkiert then
markiere {p/, ¢’}

for all {p,q} € D[{p',q'}] do mark({p,q})

Komplexitit: O(n? +n?) = O(n?).
Korrektheit?



[4 John Hopcroft.
An nlogn Algorithm for Minimizing the States in a Finite
Automaton. 1971.



Eine weitere Anwendung: Aquivalenztest von DFAs.

@ Gegeben DFAs A und B, bilde disjunkte Vereiningung.
(,Male A und B nebeneinander.")

@ Berechne Menge der dquivalenten Zustédnde.
© L(A) = L(B) gdw die beiden Startzustdnde dquivalent sind.



Der Minimierungsalgorithmus (zur Erinnerung).
© Entferne alle von gy aus nicht erreichbaren Zustdnde.
@ Berechne die dquivalenten Zustande des Automaten.

© Kollabiere den Automaten durch Zusammenfassung aller
dquivalenten Zustinde.



Formale Definition des “kollabierten Automaten”

Eine Relation &~ C A x A ist eine Aquivalenzrelation falls
o Reflexivitdt: Va € A. a~ a
@ Symmetrie: Va,b€e A. a~b = b=a
o Transitivitdt: Va,b,c € A.axbANbx~c — a=xc
Aquivalenzklasse:

al~ == {bla~b)

Es gilt:

Quotientenmenge:



Im Folgenden sei M = (Q, X, 4, qo, F') ein DFA ohne unerreichbare
Zusténde.

Definition 3.50 (Aquivalenz von Zustinden)
p=mq < (weX* dpw)eF <dlqw)eF)

Intuition: Zwei Zustdnde sind dquivalent gwd sie die selbe Sprache
erkennen.

Wir schreiben = statt =j; wenn M Kklar ist.

Einfache Fakten:
@ =) ist eine Aquivalenzrelation.
@ p=prpq = d(p,a) =p 6(q,a)
@ Algorithmus U liefert die unterscheidbaren Zustdnde, also #.

In der weiteren Analyse beziehen wir uns direkt auf =, nicht mehr
auf den Algorithmus.



Die , Kollabierung” von M bzgl. = ist der Quotientenautomat:

Definition 3.51 (Quotientenautomat)

]W/E = (Q/E> 276/’ [QO]E> F/E)
d'([plz,a) = [d(p.a)l=

Die Definition von ¢’ ist wohlgeformt da unabhingig von der Wahl
des Reprasentanten p:

p=p d(p,a) =4(p',a)

—
= [0(p,a)]

M1l
I
>
—~
’B\
s
=

M1l

Lemma 3.52
L(M/=)=L(M)
Beweis: Ubung.



Minimalitat des Quotientenautomaten

Eine Beobachtung: Fiir p := 5(q0,u) und ¢ := g(qo,v) gilt

P=EMq & VwGZ*.S(p,w)GF@g(q,w)eF
& Yw e ¥*. 6(qo,uw) € F < 0(qo,vw) € F
& YweX uwe L(M) < vwe L(M)

Definition 3.53
Jede Sprache L C X* induziert eine Aquivalenzrelation
= CYX*x ¥*

u=pv < YweX*.uwelL&sovwelL

Obige Beobachtung lasst sich nun schreiben als

0(qo,u) =pm 0(q0,v) & u=pon v



Achtung
p = q ist eine Relation auf Zustidnden von M

u =g, v ist eine Relation auf Wértern



USpoan v © S(qo,u) =y 5((]0,11)

Da alle Zustande von gqq erreichbar sind, gilt sogar: Die Abbildung
[U]EL(M) = [5((107 u)]EM

ist eine Bijektion zwischen den =37y und =/ Aquivalenzklassen.

Satz 3.54

Ist M ein DFA ohne unerreichbare Zustinde, so ist der von
Algorithmus U berechnete Quotientenautomat M /= ein minimaler
DFA fiir L(M).

Beweis:
Sei L := L(M) und M’ ein DFA mit L(M') = L. Dann gilt:

Q' = 1Q/=ar| = [57/=L] = 1Q/=u



Es gilt sogar:

Fakt 3.55

Alle Quotientenautomaten M /=)y fiir die gleiche Sprache L(M)
haben die gleiche Struktur, d.h. sie unterscheiden sich nur durch
eine Umbenennung der Zustande.

Daher beschriften wir die Zustinde des kanonischen
Minimalautomaten fiir eine Sprache L mit =; Aquivalenzklassen.

Beispiel 3.56
Sei L :={w € {0,1}" | w endet mit 00}.
Die einzigen drei =1, Aquivalenzklassen sind:
€]z, = {w|w endet nicht mit 0}
0]z, = {w]|w endet mit 0, aber nicht mit 00}
[00]=, = {w|w endet mit 00}



Definition 3.57 (Kanonischer Minimalautomat)

My = (¥"/=L, %, o1, =, FL)
mit 81 ([wl=, ) := [wal=, und Fy, == {[ul-, | w e L}.
Man sieht: &7, ist wohldefiniert und 6z ([e)=, , w) = [w]=, .

Dann gilt offensichtlich L(M) = L.

Satz 3.58 (Myhill-Nerode)

Eine Sprache L. C ¥* ist genau dann regular, wenn =, endlich
viele Aquivalenzklassen hat.

Beweis:
»=— "1 Ist L reguldr, so wird L von einem DFA M akzeptiert.

Daher hat =, so viele Aquivalenzklassen wie M /=js Zustande.

<"1 Hat =, endlich viele Aquivalenzklasse,
so ist My, ein DFA mit L(Mp) = L.



Wie sieht M7y, aus wenn L nicht regular ist?

Beispiel 3.59
L=A{w]|w #o(w) =#1(w)} (#a(w) = Anzahl der a in w)

1 1 1 1 1 1
20 2 P 2 [ 2 [ 2 [ny <
0 0 0 0 0 0

Endzustande?

[z, = {w | #1(w) = #o(w) + i}

Warum 1° #p 17 falls i # 57

Vollstindige Methode um Nichtregularitdt von L zu zeigen:

Gib unendliche Menge w1, wa, ... an mit w; 1 w; falls i # j.



Bemerkung
Eindeutigkeit des minimalen Automaten (modulo Umbenennung

der Zustdnde) gilt nur bei DFAs, nicht bei NFAs!

Aufgabe: Finde Gegenbeispiel fiir NFAs



Knobelaufgabe: X X
Nach Def. gilt p #Zu ¢ gdw Jw. d(p,w) € F 45 é(q,w) € F

Man zeige: Falls p # g, dann gibt es ein w der Lange < [Q)],

das p und ¢ unterscheidet, d.h. (5(p,w) e F & (5(q,w) cF.

Knobelaufgabe:
Sei L = {ww | w € ¥*}.

Man zeige: [w];, = {w}



4. Kontextfreie Sprachen

4.1 Kontextfreie Grammatiken

Beispiel 4.1 (Arithmetische Ausdriicke)

<Expr> — <Term>
<Expr> — <Expr> + <Term>
<Term> — <Factor>
<Term> — <Term> x <Factor>
<Factor> — a
<Factor> — (<Expr>)
Eine (Links)Ableitung:
<Expr> —

—ax* (a + a)



Der Syntaxbaum:

<Expr>
<Term>
<Term> * <Factor>
<Factor> ( /<Expr>\ )
|
a < Expr>/ + \<Term>
<Term> <Factor>
<Factor> a
a

Die Blatter des Baums, von links nach rechts gelesen,
ergeben das abgeleitete Wort



Bemerkungen

@ Der vollstiandige Syntaxbaum enthilt die gesamte Information
iber die Ableitung, bis auf die (irrelevante) Reihenfolge des
Aufbaus.

o Kontextfreie Grammatiken dienen zur Spezifikation von
Sprachen. Das Parsen ist:

o Die Uberpriifung, ob ein Wort von einer Grammatik
abgeleitet werden kann, bzw
o Die Erzeugung des Syntaxbaums (parse tree).

Parsen ist die Transformation eines Worts in einen Syntaxbaum.



Definition 4.2
Eine kontextfreie Grammatik G = (V, 3, P, S) ist ein 4-Tupel:

V ist eine endlichen Menge, die Nichtterminalzeichen (oder
Variablen),

>0 ist ein Alphabet, die Terminalzeichen, disjunkt von V/,
P CV x (VUZX)* eine endlichen Menge, die Produktionen, und
S €V ist das Startsymbol.

Konventionen:

e A, B,C,... sind Nichtterminale,
@ a,b,c,... (und Sonderzeichen wie +, *,

° a,B,7,...c (VUL)*

@ Produktionen schreiben wir A — « statt (A,«) € P.

... ) sind Terminale,

o Statt A — a1, A — a9, A — a3 schreiben wir einfach

A—>a1\a2|a3



Beispiel 4.3 (Arithmetische Ausdriicke)

V=A{ET,F}
Y= {a7+7*7(a)}
pP—

E - T|E+T
T — F|Tx*F

F — al|(E)



Definition 4.4
Eine kontextfreie Grammatik G = (V, X, P, S) induziert eine
Ableitungsrelation —¢g auf Wortern iiber V U X:

o —@a ﬂ
gdw es eine Regel A — v in P gibt, und Worter ay, as, so dass

a=ajlas und [ =ai1yas

Beispiel:
a+T+a —¢ a+TxF+a



Definition 4.5 (Iteration von —¢)

a—da

1
aﬁgfr v & JB.a—E B ey
a—af e dnia—=gp

a—%ﬁ = dn>0.a—40

Wir nennen
a1 —Gq g —@G - —QG Qp

eine Linksableitung gdw in jedem Schritt das linkeste Nichtterminal
in o; ersetzt wird.



Definition 4.6 (Kontextfreie Sprache)
Eine kontextfreien Grammatik G = (V, %, P, S) erzeugt die Sprache

L(G) ={weX"| S —w}

Eine Sprache L C ¥* heiBt kontextfrei gdw es eine kontextfreie
Grammatik G gibt mit L = L(G).

Abkiirzungen:
CFG Kontextfreie Grammatik (context-free grammar)

CFL Kontextfreie Sprache (context-free language)

Konvention:
Ist G aus dem Kontext eindeutig ersichtlich, so schreibt man auch
nur o — [ statt a« —¢ B.



Beispiel 4.7
Die nicht-reguldre Sprache L = {a™b" | n € N} ist kontextfrei, da
sie von der CFG

S —aSb|e

erzeugt wird.
Genauer: L = L(G) wobei G = (V, X, P, S) mit

Vo= {5}
Y = {a,b}
P = {S—aSb|e}

Der unendliche Baum aller moglichen (Links-)Ableitungen:

S — aSb — a2Sv?* — &3S —

hV N\ N\ N\
€ ab a’b? a3b’



Beispiel 4.8

Die nicht-regulire Sprache der Palindrome (w = w®) iiber {a, b}

wird von folgender CFG erzeugt:

S—el|lalb|aSalbSh

Der Anfang des unendlichen Baums aller Ableitungen
(Achtung, dies ist kein Syntaxbaum!):

'{/ \bSb

//\\ NS

aaa  aba aaSaa abSba bb  bab bbb baSab

bbSbb



Lemma 4.9 (Dekompositionslemma)

ajag —¢ B
&
361, B2, n1,me. B=P1f2 AN n=ni+ny A a; =g B (i=1,2)

$eweis:
Ubung! n



Definition 4.10
Eine CFG heiBt rechtslinear gdw jede Produkion von der Form

A—aB oder A—e st
Eine CFG heiBt linkslinear gdw jede Produkion von der Form

A — Ba oder A— e st

Lemma 4.11
Die rechtslinearen und linkslinearen Grammatiken erzeugen jeweils
genau die reguldren Sprachen.

Beweis: Ubung!
Korollar 4.12

Die reguldren Sprachen sind eine echte Teilklasse der kontextfreien
Sprachen.



4.2 Induktive Definitionen, Syntaxbaume und Ableitungen

© Beispiel: Balancierte Klammern
@ Induktive Definitionen und Syntaxbidume allgemein

© Aquivalenz von Ableitung, Syntaxbaum und induktiver
Erzeugung



Beispiel 4.13

S—e|[S1]58

Um zu zeigen, dass diese Grammatik die Menge aller balancierten
Klammerwérter in {[,1}* erzeugt, betrachten wir die Grammatik
als induktive Definition einer Sprache L (S):

€ € L(;(S)
ue Lg(S) = [ul € Lg(9)
u€ Lg(S)ANveLg(S) = wve Lg(S)

Damit gilt zB: e e L(S) = [1 € L(S) = [[11 € L(S)
= [[010 € L(5)



Bemerkungen
e Die Produktionen (—) erzeugen Worter top-down,
d.h. von einem Nichtterminal zu einem Wort hin.
@ Die induktive Definition ( = ) erzeugt Woérter bottom-up,
d.h. sie setzt kleinere Worter zu gréBeren zusammen.

@ Die induktive Definition betrachtet nur Worter aus X*.



Zur induktiven Definition von Lg(S) gehort ein Induktionsprinzip:

Um zu zeigen, dass fiir alle u € L(S) eine Eigenschaft P(u) gilt,

dh Yu € Lg(S). P(u), zeige:

P(e)
P(u) == P([ul)
P(u)\NP(v) = P(uv)

»Induktion liber die Erzeugung von u"

Lemma 4.14
Alle uw € L(S) enthalten gleich viele [ wie ]J.

Beweis:
Mit Induktion iiber die Erzeugung von wu:

@ centhdlt 0 [ und ].
o Enthilt u gleich viele [ wie ], so auch [u].

@ Enthalten u und v gleich viele [ wie ], so auch uw.



Hinweis
Die Aussage
Vz € M. P(x)

ist eine Abkiirzung fiir
Vr.z € M = P(x)
Der Allquantor wird dann oft weggelassen:

r€e€M = P(x)



Definition 4.15
Prafix:
u=<=w & dv.uww=w

Anzahl der Vorkommen:

#4(w) := Anzahl der Vorkommen von a in w

Fiir unser Beispiel fiihren wir zwei Abk. ein:
A(w) == #(w)  B(w) :=#1(w)

Wir nennen w € {[,1}* balanciert gdw
(1) A(w) = B(w) und
(2) fiir alle Préfixe u von w gilt A(u) > B(u)

e Balanciert: [1, [[11, 01, [LII01103]
@ Nicht balanciert: 1[, [11L[]



Satz 4.16
Die Grammatik S — €| [S] | SS erzeugt genau die Menge der
balancierten Woérter.

Beweis:
u € Lg(S) = u balanciert:

Mit Ind. iiber die Erzeugung von u. (1) bewiesen, wir zeigen (2).

e ple = p=e = A(p)=B®»)
[ul: Seip =< [ul
Fall p =€ A(p) = B(p)
Fall p = [ul: A(p) = A(u) +1 = B(u) +1= B(p)
Fall p = [¢ mit ¢ <X w:
A(p) = A(g) +1 > B(q) +1 > B(q) = B(p)
uv: Sei p =< uw.
Fall p < u: A(p) > B(p) mit IA fiir u
Fall p = uq und ¢ < v:
A(p) = A(u) + A(q) = B(u) + A(q) = B(u) + B(q) = B(uq)



Beweis (Forts.)
u balanciert = u € Lg(95):
Mit vollstandiger Induktion tiber n := |u|.(dh u = a3 ... ay,)
IA: Jedes balancierte Wort < n liegt in Lg(S).
Zz: u € Lg(9).
Falls n =0, so u = € € Lg(95).
Sei n > 0.
Betrachte Werteverlauf von h(w) := A(w) — B(w):
h(e), h(a1), h(araz),..., h(ai...a,) (alle >0!).
Insb. gilt a; = [ und a,, = 1. Wir betrachten zwei Fille:
e Es gibt nur die Nullstellen h(e) und h(a;...ay).
Dannist v := ag...a,—1 balanciert:
(1) A(v) = A([v]) =1 = B([v]) —1 = B(v)
(2) p 2 v b([p) = A(lp) — B(lp) >0 =
A(p) = A(lp) =1 > B(lp) -1=B(p) -1 =
A(p) = B(p)
= v € Lg(S) (nach IA) = u= [v] € Lg(S)



Beweis (Forts.):

@ Es gibt noch eine Nullstelle h(a; ... ay).
Sei uj :=ay...ar, U2 == Agy1-..ap
Dann sind w7 und w9 balanciert:
(1) A(u1) = B(u1) da h(u1) =0;
A(ug) = A(u) — A(u1) = B(u) — B(uy) = B(ug)
(2)p2w = p=u = A(p) > B(p)
p < uz: Ap) = Aurp) — A(ur) > Blurp) — Bur) = B(p)
= uj,u2 € Lg(S) (nach A, da |u;| < n)
= u = ujuz € Lg(S)



Moral:

o ,we€ Lg(S) = P(w)" beweist man immer schematisch
mit Induktion iiber die Erzeugung von w.

o ,P(w) = w e Lg(S)" beweist man oft mit Induktion iiber
|w|. Erfordert meist Kreativitat.



Wir iibertragen die ldee der induktiven Erzeugung auf beliebige
CFGs G = (V,X,P,S). Sei V.= {Ay,..., Ay}. Damit ist jede
Produktion von der Form

A = wodjwy .. wp—1 Aj, W

Man kann G als eine (simultane) induktive Definition von
Sprachen Lg(A;) fiir all A; € V' sehen. Jede Produktion
korrespondiert zu einer Erzeugungsregel

ur € Lg(Ai )N+ -Auy, € Lg(A;,) = wouiwy ... upwy, € La(4;)
Aussagen der Form
(u € Lg(Al) - Pl(u)) VANEREIAN (u € L(;(Ak) - Pk(u))

werden durch simultane Induktion iiber die Erzeugung von u
bewiesen, indem man fiir jede Produktion zeigt:

PL'](71,1)/\-~~/\P

in

(up) = Pi(wouqws . .. Wy—_1Unpwy,)



Beispiel 4.17
Grammatik:
A—e|aB B — Aa

Induktive Definition:

@ cc L(A)

e we L(B) = aw € L(A)

o we L(A) = wa € L(B)
Beim induktiven Beweis von

(w e Lg(A) = #4(w) ist gerade) A
(w € Lg(B) = #a(w) ist ungerade)

muss man zeigen
@ #,(e) ist gerade
@ #,(w) ist ungerade = #,(aw) ist gerade
@ #,(w) ist gerade = #,(wa) ist ungerade



Definition 4.18 (Syntaxbaum)
Ein Syntaxbaum fiir eine Ableitung mit einer Grammatik
G = (V,%, P,S) ist ein Baum, so dass

@ jedes Blatt mit einem Zeichen aus X U {e} beschriftet ist,

@ jeder innere Knoten mit einem A € V beschriftet ist,
und falls die Nachfolger (von links nach rechts) mit
X1,...,Xn € VUX U{e} beschriftet sind,
dann ist A — X7 ...X,, eine Produktion in P,

@ ein Blatt € der einzige Nachfolger seines Vorgéangers ist.
Beispiel 4.19 (Syntaxbdume fiir S — € | [S] | SS)
S
S s/ \S 9
| /IN, ] /1N
[ 5“ ]
€

€ € S [ S



Satz 4.20
Fiir eine CFG und ein w € ¥* sind folgende Bedingungen
aquivalent:

QO A-=Cw
@ w € Lg(A) (gemaB der induktiven Definition)

© Es gibt einen Syntaxbaum mit Wurzel A, dessen Rand
(Blatter von links nach rechts gelesen) das Wort w ist.

Beweis:

Skizze (Details: [HMU])

1 = 2: Sei A =% w. Wir beweisen w € Lg(A) mit Ind. iiber n.
Die Ableitung muss von folgender Form sein:

A —G w0A1w1 Ce Amwm —)g_l w

Nach dem Dekompositionslemma muss es u; und n; < n — 1 geben
mit A; = u; und w = wouiwy . . . UpmWy,. Nach 1A (da n; < n)
gilt u; € Le(A;) und daher (mit einem weiteren
Erzeugungsschritt) auch w € Lg(A).



2 = 3: Parallel zur induktiven Erzeugung von w € Lg(A) kann
man einen Syntaxbaum mit Rand w erzeugen. Formal: Induktion
iber die Erzeugung von w.

3 = 1: Jeder Baum l&sst sich in eine (sogar Links)Ableitung
transformieren. Induktion iiber die Hohe des Baums: Transformiere
die Unterbaume ¢; mit Beschriftung A; in Ableitungen A; —¢, u;
und fiige diese mit dem Dekompositionslemma zu einer grossen
Ableitung A — ¢ woAiwy . .. Apwiym =5 Wou W1 - . . U Wy,
zusammen.



Definition 4.21

@ Eine CFG G heiBt mehrdeutig gdw es ein w € L(G) gibt, das
zwei verschiedene Syntaxbdume hat, also zwei verschiedene
Syntaxbdume mit Wurzel S und Rand w.

@ Eine CFL L heiBt inhdrent mehrdeutig gdw jede CFG G mit
L(G) = L mehrdeutig ist.

Beispiel 4.22

Die Grammatik £ - E+ E | Ex E | (E) | a ist mehrdeutig —
betrachte a + a * a. Die erzeugte Sprache ist aber nicht inharent
mehrdeutig (siehe Beispiel Arithmetische Ausdriicke).

Satz 4.23
Die Sprache {a'b/c* | i = j v j = k} ist inhdrent mehrdeutig.



4.3 Die Chomsky-Normalform

Definition 4.24
Eine kontextfreie Grammatik G ist in Chomsky-Normalform gdw
alle Produktionen eine der Formen

A—a oder A— BC

haben.
Wir konstruieren und beweisen nun schrittweise:
Satz 4.25

Zu jeder CFG G kann man eine CFG G’ in Chomsky-Normalform
konstruieren mit L(G") = L(G) \ {¢}.

Wer auf € € L(G’) nicht verzichten méchte:
Filige am Ende wieder S — ¢ hinzu.



Wir nennen A — € eine e-Produktion.

Lemma 4.26
Zu jeder CFG G = (V, X, P, S) kann man eine CFG G’
konstruieren, die keine e-Produktionen enthilt, so dass gilt

L(G") = L(G) \ {¢}

Beweis:
Wir erweitern P induktiv zu eine Obermenge P:

@ Jede Produktion aus P ist in P
@ Sind B — eund A — aBf in P, so fiige auch A — a3 hinzu.

~

Offensichtlich gilt L(G) = L(G): Jede neue Produktion kann von 2
alten simuliert werden.

Wir definieren G’ als G ohne die e-Produktionen.
Denn diese sind nun iiberfliissig:



Beweis (Forts.):

Sei S —>’é w, w # €, eine Ableitung minimaler Lange.
K&@me darin B — € vor, also

* A N /“ *
S =& 1Bd =g 76 =5 w

so wére v oder 0 nichtleer, dh B muss durch eine Produktion
A — aBg eingefiihrt worden sein:

S =k /AR =4 daBBB =% YBS =g 90 o w

Dann wire aber folgende Ableitung mit (A — af8) € P kiirzer:

k 1A R! . 1 AR m n
S =4 GAR =g caBf —E 0 =4 w

Also kommen in Ableitungen minimaler Lange keine
e-Produktionen vor. Letztere sind also iiberfliissig. O



Beispiel 4.27

S— AB, A— aAA|B,

B — bBS | €



Wir nennen A — B eine Kettenproduktion.

Lemma 4.28
Zu jeder CFG G = (V, X%, P, S) kann man eine CFG G’
konstruieren, die keine Kettenproduktionen enthilt, so dass gilt

L(G") = L(G).

Beweis:
Wir erweitern P induktiv zu eine Obermenge P:

© Jede Produktion aus P ist in P

Q@ Sind A — Bund B — ain P mit a # A4,
so fiige auch A — « hinzu.
Das Ergebnis G ist G ohne die (nun iiberfliissigen)
Kettenproduktionen.
Rest des Beweises analog zur Elimination von e-Produktionen. [



Beispiel 4.29

A—a| B,

B—1b|C|aBB,

C— A|AB



Konstruktion einer Chomsky-Normalform

Eingabe: Eine kontextfreie Grammatik G = (V, X, P, S)

© Fiige fiir jedes a € X, das in einer rechten Seite der Lange > 2
vorkommt, ein neues Nichtterminal A, zu V hinzu,
ersetze a in allen rechten Seiten der Lange > 2 durch A,
und fiige A, — a zu P hinzu.

@ Ersetze jede Produktion der Form
A — B1By--- By (k> 3)
durch
A — B1Cy, Cy — BoCs, ..., Cx_1 — Br_1By,

wobei Cs, ..., Ck_1 neue Nichtterminale sind.
© Eliminiere alle e-Produktionen.

© Eliminiere alle Kettenproduktionen.



Aufgabe:

o Zeige: Mit diesem Algorithmus ist das Ergebnis hochstens
quadratisch gréBer als G.
@ Zeige: die Reihenfolge der Schritte ist wichtig!

e Finde eine andere Reihenfolge, die inkorrekt ist: Das
resultierende Verfahren ergibt nicht immer eine Grammatik in
CNF.

e Finde eine andere Reihenfolge, die zwar zu einem korrekten
Verfahren fiihrt, aber eine Grammatik in CNF produzieren
kann, die exponentiell gréBer als G ist.



Definition 4.30
Eine CFG ist in Greibach-Normalform (benannt nach Sheila
Greibach, UCLA), falls jede Produktion von der Form

A—>aA1...An

ist.

Satz 4.31
Zu jeder CFG G gibt es eine CFG G’ in Greibach-Normalform mit
L(G') = L(G) \ {e}.



4.4 Das Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen

Zur Erinnerung: Das Pumping-Lemma fiir regulare Sprachen: Fiir
jede reguldre Sprache L gibt es ein n € N, so dass sich jedes Wort
z € L mit |z| > n zerlegen lasst in z = wvw mit |uv| <n, v #e
und wv*w C L.

Zum Beweis haben wir n = |Q| gewahlt, wobei @ die
Zustandsmenge eines L erkennenden DFA war. Das Argument war
dann, dass beim Erkennen von z (mindestens) ein Zustand zweimal
besucht werden muss und damit der dazwischen liegende Weg im
Automaten beliebig oft wiederholt werden kann.

Ein dhnliches Argument kann auch auf kontextfreie Grammatiken
angewendet werden.



Satz 4.32 (Pumping-Lemma)

Fiir jede kontextfreie Sprache L gibt es ein n > 1, so dass sich
Jedes Wort z € L mit |z| > n zerlegen lasst in

Z = uwvwry,
mit
° v #e,

e |vwz| <n, und

e Vi € N. wo'waly € L.



Beweis:
Sei G = (V, %, P,S) eine CFG in Chomsky-Normalform mit
L(G) = L\ {e}. Wihle n = 2Vl Sei 2z € L(G) mit |z| > n.

Jeder Bindrbaum mit > 2% Blittern hat die Héhe > k

Dann hat der Syntaxbaum fiir z (ohne die letzte Stufe fiir die
Terminale) mindestens einen Pfad der Lange > |V|, da er wegen
der Chomsky-Normalform ein Bindrbaum ist. Wir betrachten einen
solchen Pfad maximaler Lange.

Auf diesem Pfad der Lange > |V| kommen > V| + 1

Nichtterminale vor, also mindestens eins doppelt. Nennen wir es A.

Die zwischen zwei Vorkommen von A liegende Teilableitung kann
nun beliebig oft wiederholt werden.



2
v
Dieser Ableitungsbaum zeigt  Dieser Ableitungsbaum zeigt
uwy € L wwzy € L



Beweis (Forts.):

Die Bedingung vz # € folgt, da das obere der beiden A's mit
A — BC abgeleitet werden muss.

Um |vwz| < n zu erreichen, darf das obere A maximal |V|+ 1
Schritte von jedem Blatt entfernt sein, weil n = 2/VI. Da der
ausgewahlte Pfad maximale Linge hat, geniigt es, dass das obere
A vom Blatt dieses Pfads |V| 4 1 Schritte entfernt ist. Da es nur
|V| Nichtterminale gibt, muss ein solches doppeltes A

existieren. Ol



Beispiel 4.33
Wir zeigen, dass die Sprache

L:={a'b'c" | i € N}
nicht kontextfrei ist.

Waire L kontextfrei, so gdbe es eine dazugehoérige Pumping-Lemma
Zahl n und wir kdnnten jedes z € L mit |z| > n, insb. z = a"b"c",
zerlegen und aufpumpen, ohne aus der Sprache herauszufallen.

Eine Zerlegung z = uvwaxy mit [vwz| < n bedeutet aber, dass
vwzx nicht a's und ¢'s enthalten kann. OE nehmen wir an, vwzx
enhidlt nur a's und b's. Da vx # €, muss vz mindestens ein a oder
ein b enthalten.

Damit gilt aber #,(uv?wz?y) > #.(uv?wr?y) oder
#y (w0?wry) > #(wwr?y). Also wv?wz?y ¢ L. %



Beispiel 4.34
Mit dem Pumping-Lemma kann man zeigen, dass die Sprache
{ww | w € {a,b}*} nicht kontextfrei ist.

Dies zeigt, dass Kontextbedingungen in Programmiersprachen,
etwa ,, Deklaration vor Benutzung", nicht durch kontextfreie
Grammatiken ausgedriickt werden kdnnen.



4.5 Algorithmen fiir kontextfreie Grammatiken
Wie iiblich: G = (V, %, P, S) ist eine CFG.
Ein Symbol X € VU X ist

niitzlich gdw es eine Ableitung S —¢, w € X* gibt, in der X
vorkommt.

erzeugend gdw es eine Ableitung X — 7, w € X* gibt.
erreichbar gdw es eine Ableitung S — a X3 gibt.

Fakt 4.35
Niitzliche Symbole sind erzeugend und erreichbar.
Aber nicht notwendigerweise umgekehrt:

S—AB|a, A—b

Ziel: Elimination der unniitzen Symbole und der Produktionen, in
denen sie vorkommen.



Beispiel 4.36
S—ABl|a, A—Db

@ Elimination nicht erzeugender Symbole:

S—a A—b

@ Elimination unerreichbarer Symbole:
S —a
Umgekehrte Reihenfolge:
@ Elimination unerreichbarer Symbole:

S—AB|a, A—b

@ Elimination nicht erzeugender Symbole:

S—a A—=Db



Satz 4.37
Eliminiert man aus einer Grammatik G

@ alle nicht erzeugenden Symbole, mit Resultat G1, und
@ aus Gy alle unerreichbaren Symbole, mit Resultat G4,
dann enthalt Gy nur noch niitzliche Symbole und L(G2) = L(G).

Beweis:
Wir zeigen zuerst L(G2) = L(G).
Da P, C P gilt L(Gg) - L(G)

Umgekehrt, sei w € L(G), dh S =7 w.
Jedes Symbol in dieser Ableitung ist erreichbar und erzeugend.
Also gilt auch S —¢, w, dh w € L(G2).



Beweis (Forts.): [G1 : erzeugend in G, Gy : erreichbar in G|
Wir zeigen: Alle X € V5 U X5 sind niitzlich in G4, dh

S =g, X =G, .. €Y

X muss in G erreichbar sein, dh S %gl aXp.
Da alle Symbole in der Ableitung erreichbar sind: S —¢, X f3.
Alle Symbole in X miissen in GG erzeugend sein:
VY €aXB. JueX™ Y =5 u
Da alle Symbole in den Ableitungen Y —{, u erzeugend sind:
VY €aXp. JueX]. Y =5 u
Also gibt es w € X mit a X3 =, w.

Die Ableitung aX 8 —¢, w enthalt nur Symbole, die in G4
erreichbar sind. Daher auch a X3 —¢, w.

S =G, aXB =g, w O



Satz 4.38

Die Menge der erzeugenden Symbole einer CFG ist berechenbar.

Beweis:
Wir berechnen die erzeugenden Symbole induktiv:

@ Alle Symbole in X sind erzeugend.

e Falls (A — «) € P und alle Symbole in « sind erzeugend,
dann ist auch A erzeugend. O

Beispiel 4.39

S—SAB, A—-BC, B—->C, C—c
Erzeugend: {c,C, B, A}.

Korollar 4.40
Fiir eine kontextfreie Grammatik G ist entscheidbar, ob L(G) = ().

Beweis:



Satz 4.41

Die Menge der erreichbaren Symbole einer CFG ist berechenbar.

Beweis:
Wir berechnen die erreichbaren Symbole induktiv:
@ S ist erreichbar.

e Ist A erreichbar und (A — aXf) € P,
so ist auch X erreichbar.



Satz 4.42
Das Wortproblem (w € L(G)?) ist fiir eine CFG G entscheidbar.

Beweis:

OE sei w # e. Wir eliminieren zuerst alle e-Produktionen aus GG
(wie in Lemma 4.26).

Dann berechnen wir induktiv die Menge R aller von S ableitbaren
Worter € (V U X)*, die nicht langer als w sind:

e SeR
e Wenn aBy € Rund (B — ) € P und |af7v| < |w|,
dann auch afv € R.
Es gilt:
weLy(G) & weR

wobei Ly (G) :={w e (VUX)* | § = w}.
Da R endlich ist (|R| < [V U X|l*]), ist w € R entscheidbar, und
damit auch w € Ly (G), und damit auch w € L(G). O



4.6 Der Cocke-Younger-Kasami-Algorithmus

Der CYK-Algorithmus entscheidet das Wortproblem fiir
kontextfreie Grammatiken in Chomsky-Normalform.

Eingabe: Grammatik G = (V, %, P, S) in Chomsky-Normalform,
w=ai...ay, € 2"

Definition 4.43
V;‘j = {AEV | A—)*Gai...aj} ful’ZS]

Damit gilt:
wellG@) <& SeVi,



Der CYK-Algorithmus berechnet die V;; rekursiv nach wachsendem
j—1
Vii = {AEV| (A—>aZ)EP}

_— i <k<yj, BeVy, C&€Vigr. .
Vij = {AEV! (A> BC) e P firi < j
Korrektheitsbeweis: Induktion iiber j — 4.

Die Vj; als Tabelle (mit ij statt V;;):

14
13 | 24
122334
11|22 [ 33| 44

ay a9 as a4



Beispiel 4.44

S — AB|BC
A — BA|a
B — CC|b
C — AB]a
15
14 25
13 24 35
12 23 34 45
11 22 33 44 55
b a



Satz 4.45
Der CYK-Algorithmus entscheidet das Wortproblem w € L(G) fiir
eine fixe CFG G in Chomsky-Normalform in Zeit O(|w|?).

Beweis:
Sei n := |w|. Es werden @ € O(n?) Mengen V;; berechnet.

Ji<k<j, BeVi, C&€ Vi1

Vij = {AEV’ (A—>BC)eP } (i <3)

Fiir jede dieser Mengen werden
@ j — i < n Werte fiir k betrachtet,
o fiir jedes k wird fiir alle Produktionen A — BC untersucht,
ob B € Vi und C € Vjq1j, wobei |Vigl, Vg1, < V.
Gesamtzeit: O(n?3)

Denn |P| und |V| sind Konstanten unabhangig von n.
[Konstruktion jeder Menge Vj;: O( ). Fiir alle Vj; also O( ).] O



Erweiterung Der CYK-Algorithmus kann so erweitert werden, dass
er nicht nur das Wortproblem entscheidet, sondern auch die Menge
der Syntaxb3ume fiir die Eingabe berechnet.

Realisierung:
e Vj; ist die Menge der Syntaxbdume mit Rand a; ... a;.
e Statt A enthalt V;; die Syntaxbaume, dessen Wurzel mit A
beschriftet ist.



Vorschau

Fiir CFGs sind folgende Probleme nicht entscheidbar:

o Aquivalenz: L(Gy) = L(G9)?

@ Schnittproblem: L(G1) N L(G2) = (07
e Regularitat: L(G) regular?

@ Mehrdeutigkeit: Ist G mehrdeutig?



4.7 Abschlusseigenschaften

Satz 4.46

Seien kontextfreie Grammatiken G1 = (V1,%1, P1,S1) und

Gy = (Va, X9, Py, S9) gegeben. Dann kann man in linearer Zeit
kontextfreie Grammatiken fiir

Q@ L(G1)UL(G9)
@ L(G1)L(G2)
@ (L(Gw))"

Q (L(G1)"
konstruieren.

Die Klasse der kontextfreien Sprachen ist also unter Vereinigung,
Konkatenation, Stern und Spiegelung abgeschlossen.



Beweis:

OE nehmen wir an, dass V7 NV, = (.

Q@ V=VulU{S} S neu
P:P1UP2U{S—>51‘SQ}

Q@ V=Vulhu{S} S neu
P:P1UP2U{S—>5152}

Q@ V=VuU{S} S neu
P:P1U{S—>6|Sls}

Q@ P={A—af|(A—=a)eP}

= Verallgemeinerte kontextfreie Grammatiken
mit Produktionen der Gestalt X — 7, wobei r ein regularer
Ausdruck tiber (V UT) ist, erzeugen kontextfreie Sprachen.



Satz 4.47

Die Menge der kontextfreien Sprachen ist nicht abgeschlossen
unter Durchschnitt oder Komplement.

Beweis:

Ly := {a'b'¢ | i,j € N} ist kontextfrei
Ly :={a'¥¢ | i,j € N} ist kontextfrei
L1 N Ly = {a'b’c’ | i € N} ist nicht kontextfrei

Wegen de Morgan (1806-1871) konnen die CFLs daher auch nicht
unter Komplement abgeschlossen sein. O



4.8 Kellerautomaten

Kellerautomat




Anwendungsgebiete von Kellerautomaten:
@ Syntaxanalyse von Programmiersprachen

@ Analyse von Programmen mit Rekursion



Definition 4.48
Ein (nichtdeterministischer) Kellerautomat (PDA = Pushdown
Automaton) M = (Q, %, T, qo, Zo, 0, F') besteht aus

@ endliche Menge von Zustanden
>, endliches Eingabealphabet
I'" endliches Kelleralphabet

qo € Q Anfangszustand

Zy € T initialer Kellerinhalt

§ Ubergangsfunktion §: Q x (S U {e}) x T' = Po(Q x I'*)
(Pe = Menge aller endlichen Teilmengen)

F C () Endzustinde

Intuitive Bedeutung von (¢, a) € 6(q,a, Z):
Wenn sich M im Zustand q befindet, das Eingabezeichen
a liest, und Z das oberste Kellerzeichen ist,
so kann M im nachsten Schritt in ¢’ iibergehen und Z
durch o ersetzen.



Achtung: §(q,a,Z) > (¢, @)
@ « kann die Lange, 0, 1, und mehr haben

@ Falls a = ¢: kein Eingabezeichen wird gelesen

Eine graphische Notation fiir §(q,a, Z) 3 (¢, a):

@ a,Z/a ‘@

Kein endlicher Automat!



Definition 4.49

Eine Konfiguration eines Kellerautomaten M ist ein Tripel
(¢, w,a) mit ¢ € Q, w € ¥* und o € T'*.

Die Anfangskonfiguration von M fiir die Eingabe w € ¥* ist
(g0, w, Zo).

Intuitiv stellt eine Konfiguration (¢, w, ) eine “Momentaufnahme”
des Kellerautomaten dar:

@ Der momentane Zustand ist q.

@ Der noch zu lesende Teil der Eingabe ist w.

@ Der aktuelle Kellerinhalt ist o
(das oberste Kellerzeichen ganz links stehend).



Definition 4.50
Die Transitionsrelation — ;s zwischen Konfigurationen:

Intuitive Bedeutung von (q,w,a) = (¢, w',d’):

Wenn M sich in der Konfiguration (q,w, ) befindet, dann
kann er in einen Schritt in die Nachfolgerkonfiguration
(¢',w',a’) iibergehen.

Achtung: eine Konfiguration kann mehrere Nachfolger haben
(Nichtdeterminismus!)

Notation —3,, —',, etc wie iiblich



Definition 4.51
o Ein PDA M akzeptiert w € ¥* mit Endzustand gdw

LF(M) = {w ‘ Elf € Fap)/ el™. (QOawazO) _>>']<\4 (faﬁaﬁy)}
o Ein PDA M akzeptiert w € ¥* mit leeren Keller gdw

(qo,w, Zo) —2s (q,€,¢€) fir ein g € Q.
Le(M) :=A{w | 3q € Q. (qo0,w, Zo) =3 (¢, €,€)}

Konvention: Wir blenden die F-Komponente von M aus, wenn wir
nur an L.(M) interessiert sind.



Beispiel 4.52
Die Sprache L = {ww® | w € {0,1}*} wird vom PDA

M= ({p7 q, 7’}, {07 1}7{07 1720}7177 Zo, 57 {7’})

dp,a,Z) = A(p,aZ)} firae{0,1}, Z€{0,1,%Z}
p,e,Z2) = {(q,2)} firZe{0,1,Zy}

5(q,a,a) = {(q,€)} firae{0,1}

6(a,e,20) = A{(r, €)}

sowohl mit Endzustand als auch mit leerem Keller akzeptiert.

Bsp: (p, 110011, Zy) —3, (7€, €).

Definiert man d(q, €, Zy) als {(q, €)} statt {(r, €)} so gilt:

L (M') =L aber Lp(M') =10



Bemerkungen: PDAs und das Wortproblem

e Mit einem NFA A kann man w € L(A) durch parallele
Verfolgung aller Berechnungspfade entscheiden, da sie alle
endlich sind.

@ Bei einem PDA kann es wegen e-Ubergingen auch unendliche
Berechnungen — ), geben, zB 6(q,¢,2) = (¢, ZZ):

(Q7wvz) —M (qvwsz) —M (Q7waZZZ) —M .-

Diese sind wegen des moglicherweise wachsenden oder
pulsierenden Kellers nicht einfach zu eliminieren.

@ Daher ist es a priori unklar, wie man mit einem PDA das
Wortproblem entscheidet.



Ziel:

Akzeptanz durch Endzustdnde und leeren Keller gleich méachtig.

Satz 4.53 (Endzustand — leerer Keller)
Zu jedem PDA M = (Q, 3,1, qo, Zo, 9, F') kann man in linearer

Zeit einen PDA M' = (Q',2,1", ¢, Z|,, §') konstruieren mit
Lp(M) =L (M").
Ziel:

(Qvavzo) _>*M (f7677) < (qll)vwvz(,]) _>>1k\4’ (q7 ¢, 6)



Beweisskizze:

M’ (mit leerem Keller) simuliert M (mit Endzustand). Zusatzlich:

@ Sobald M einen Endzustand erreicht, darf M’ den Keller
leeren (im neuen Zustand §).

@ Um zu verhindern, dass der Keller von M’ leer wird, ohne dass
M in einem Endzustand ist, fiihren wir ein neues Kellersymbol
Z|, ein.

Q = Qu{gq}
I’ = Tw{z}

Wir erweitern § zu §':

(g0, €, Zp) = {(q0, ZoZp) }

8(q,b,Z) = 06(q,b,72) firqe Q\F,beXU{e}, Z€T
8(f,a,2) =6(f,a,2) firfeF,aeX Zel
8(f,e,Z2) =6(f6,2)U{(q,¢)} firfekF Zel

8(q,6,2) =1{(q,¢€)} fir Z e’ O



Satz 4.54 (Leerer Keller — Endzustand)

Zu jedem PDA M = (Q, 3,1, qo, Zo,9) kann man in linearer Zeit

einen PDA M' = (Q', X, TV, g, Z}),0', F) konstruieren mit

Le(M) = Lp(M').

Beweisskizze:

M’ (mit Endzustand) simuliert M (mit leerem Keller). Zusitzlich:
@ M’ schreibt am Anfang ein neues Zeichen Z; auf den Keller.

@ Sobald M auf dem Keller Zj findet, ist der Keller eigentlich
leer, und M’ geht in den (neuen) Endzustand f.

Q = Qg [}

I = Tw{Z)

o= Af}

5/(Q6,6, Zé) = {(QU7Z0Z(/))}

(g, b,Z2) = 6(q,b,2) firge @ beXU{e}, Z€l

(g6, 2p) = {(f,%0)} firg e @ O



Die folgenden S&tze erleichtern Beweise iiber Berechnungen von
PDAs.

Lemma 4.55 (Erweiterungslemma)
(q,u,0) =}y (@ v, d)) = (q,uv,aB) =} (¢, u'v,d'B)

Beweis:
Nach Definition von —; gilt

(Gis wiy i) = nr (Gig1s Y1, Q1) =

(gi> uv, @i B) = a1 (Qig1, i1V, i1 3)

Mit Induktion iiber n folgt die Behauptung.
Gilt die Umkehrung, zB

(QI7aa7XZ) —>7\4 (Q3,€,YZ) = ((_h,(l(l,X) —>7\4 (Q3,€,Y) ?



Keller

Schritte



Satz 4.56 (Zerlegungssatz)
Wenn (CL w, Zlk) —>?\4 (q/7 €, 6)
dann gibt es u;, p;, n;, so dass
(pz—hu’HZ’L) %7\2 (pi7676) (l: 177k)
und w=uy...ug, po=4q, Pk =4¢, > ni =n.
Beweis: Mit Induktion iiber n. Basis trivial.
Schritt: Eine Berechnung der Lange n + 1 hat die Form
(Q7 bwla Zlk:) —M (p> w/a lelZQk) —>?\4 (q/7 €, 6)
A = Elvj,rj,mj (j = 1,...,[), Ju;, pi, n; (Z = 2,,]€) mit
(Tj—b Ujv Y]) _>n]\2j (/rja €, 6) (pi—la Ug, Zl) _>§l\/l[ <p’Lv €, 6)
und w' = vy guo g, ro=p, 1 =p1, Pk =¢, D mj+ > n; =n.
Mit Erweiterungslemma: (7j_1,v;..1,Yj..1) —>§\n/[j (1, vjt1..0, Yj41..0)
= (ro,v1..1,Y1..1) —>f,\l/}71 (r1,€,€) wobei ny :=14 > m;.

Aus (q,bvr.1, Z1) =M (psv1..0, Y1) folgt (po,u1, Z1) =4 (p1, € €)
wobei pg := q, uy := bvy_y, p1:=717.

Damit auch w = bw' = bvy_jus k =us_ g und > n;=n+1. O



4.9 Aquivalenz von PDAs und CFGs

Satz 4.57 (CFG — PDA)

Zu jeder CFG G kann man einen PDA M konstruieren, der mit
leerem Keller akzeptiert, so dass L.(M) = L(G).

Konstruktion:
Zuerst bringen wir alle Produktionen von G in die Form

A—>bBlBk

wobei b € ¥ U {¢}.
Methode: Fiir jedes a € &
@ fiige ein neues A, zu V hinzu,
@ ersetze a rechts in P durch A, (auBer am Kopfende),

© fiige eine neue Produkion A, — a hinzu.



Alle Produktionen in G = (V, 3, P, S) haben jetzt die Form
A bB,...B,
Der PDA wird wie folgt definiert:
M = ({4}, %V, 4,5, 90)

wobei
(A—b8) e P = 4(q,b,A) > (q,B)

also fiir alle b e ¥ U {e} und A € V:

(g0, A) :={(q,8) | (A — bB) € P}



Lemma 4.58
Fiir alle u,v € ¥* und y € V* und A € V gilt:

A =% uy mit Linksableitung gdw (q,uv, A) =4 (¢,v,7)

Beweis:
Mit Induktion iiber n. Basis n = 0 trivial. Schritt:
A —>’é+1 uy
=4
(B = bB) € P,w,o. A =% wBa =g wbfa = wy
(dh wb = u,fa = 7)
~
(g, wbv, A) =7, (¢,bv, Ba) A (¢, bv, Ba) = (g, v, Bav)
=
(q,uv, A) =3 (g, 0,7)



A —% wy mit Linksableitung gdw (q,uv, A) =% (¢,v,7)

Satz 4.59
L(G) = Le(M)

Beweis:
u € L(G)
& S —¢ u mit Linksableitung
& (q,u,S) =3 (¢, €€)
S u € Le(M)



Satz 4.60 (PDA — CFG)

Zu jedem PDA M = (Q, 3,1, qo, Zo, ), der mit leerem Keller
akzeptiert, kann man eine CFG G konstruieren mit L(G) = L.(M).

Konstruktion: G := (V, %, P, S) mit
V:i=Q xT' xQU{S} wobei wir die Tripel mit [.,.,.] notieren
und P die folgenden Produktionen enthilt:

e S — [qo, Zo,q| fur alle g € Q
e Fiir alle 6(¢q,b,2) > (ro, Z1 ... Zx) und fiir alle r1,...,r; € Q:

[q7 Z7 ’I"k] — b[?"o, Zla 7“1”7"1, Z27 T2] s [rk—la Zk7 ’f'k]

Idee: [q, Z, 1] =& w gdw (q,w, Z) =3, (7%, €, €)
Die rq,...,r sind potenzielle Zwischenzustdnde beim Akzeptieren

der Teilworter von bu; ... ur = w, die zu 21, ..., Zy gehoren.
(Zerlegungssatz!)



Lemma 4.61

lg, Z,p] —=¢ w gdw (q,w, Z) =Y (ps€,€)

Beweis:

(=): Wenn [q, Z,p] = w dann (q,w, Z) =7, (p, €, €).
Mit Induktion tiber n.

IA: Beh. gilt fiir alle Werte < n. Zz: Beh. gilt fiir n.
Die Ableitung [q, Z, p] =& w muss von folgender Form sein:

[Q7 Za Tk] —G b[r(b Zlarl] “e. [Tk‘—ly Zk?a Tk:]
—>g_1 bul...uk =w

mit r, = p, (ro, Z1 . .. Zk) €6d(q,b,72),

[ri_l,Zi,ri] —)TGLZ U; (Z = 1,,k3) und an =n-—1.

A = (rim1,ui, Z;) =35 (i, €,€)

Erweiterungslemma

= (ri,l,ui U, Zi... Zk) —>7X/’[ (ri,qu U, Zi+1 - Zk)
= (q,w,Z) = (rosuy ... up, Z1 ... Z) —)T](/fl (rg, €,¢€)



Beweis (Forts.):

(<): Wenn (q,w, Z) =%, (p,€,€) dann [q, Z,p| =& w.

Mit Induktion {iber n.

IA: Beh. gilt fiir alle Werte < n. Zz: Beh. gilt fiir n.

Die Berechnung (q,w, Z) =1, (p, €, €) muss von dieser Form sein:

<Q7 w, Z) —M (T.Oa wly Zl ... Zk) _>7]’\L4_1 (p7 €, 6)
mit w = bw’, (To, Zy ... Zk) S 6(q,b, Z)
Nach dem Zerlegungssatz muss es r;, u; und n; geben mit

(ri_l,ui, ZZ') —>7X}[ (Ti,E, 6) (’L = 1, e ,k‘)
und W' =wuy ... ug, Yoni=n—1.
A = [T‘i_l,Zi,’l“i] —)gf U;
= [¢.Z,p| —¢ Dblro,Z1,m1]. . [rk—1, Zks 7]

—%71 buj ... up = w



Damit haben wir bewiesen:

Satz 4.62
Eine Sprache ist kontextfrei gdw sie von einem Kellerautomaten

akzeptiert wird.



4.10 Deterministische Kellerautomaten

Definition 4.63

Ein PDA heiBt deterministisch (DPDA) gdw fiir alle g € Q, a € &
und Z €T

0(g,a, )| +16(q, 6, Z)| <1

Beispiel 4.64

Der folgende DPDA mit ¥ = {0,1,$}, I' = {Z), 0,1} akzeptiert
die Sprache {w$w® | w € {0,1}*}.



Definition 4.65
Eine CFL heiBt deterministisch (DCFL) gdw sie von einem DPDA
akzeptiert wird.

Man kann zeigen: Die CFL {ww® | w € {0,1}*} ist nicht
deterministisch.
Da man jeden DFA leicht mit einem DPDA simulieren kann:

Fakt 4.66
Jede reguldre Sprache ist eine DCFL.



Eine Sprache erfiillt die Prafix Bedingung gdw wenn sie keine zwei
Worter enthilt, so dass das eine ein echtes Prafix des anderen ist.

Beispiel 4.67

@ Die Sprache a* erfiillt die Prafix Bedingung nicht.
o Die Sprache {w$w’ | w € {0,1}*} erfiillt die Prafix
Bedingung.

Lemma 4.68
dDPDA M. L =L(M) <&
dDPDA M. L = Lp(M) und L erfiillt die Prifix Bedingung

Beweis: Ubung!
Es gibt also einen DPDA M mit Lp(M) = L(a*) aber keinen

DPDA mit L.(M) = L(a*).
Im Folgenden: Akzeptanz durch Endzustand.



Satz 4.69
Die Klasse der DCFLs ist unter Komplement abgeschlossen.

Beweis: Komplex. Siehe zB Erk&Priese oder Kozen.

Da die CFLs nicht unter Komplement abgeschlossen sind:
Korollar 4.70

Die DCFLs sind eine echte Teilklasse der CFlLs.

Hier ist eine konkrete Sprache in CFL\DCFL:

Sei Ly := {ww | w € {a,b}*}.

Dann ist L := {a,b}* \ Ly, eine CFL aber keine DCFL.
L wird von folgender CFG erzeugt (ohne Beweis):

S—AB|BA|A|B
A— CAC |a B — CBC |b C—alb

Wire L eine DCFL, dann auch L = Ly, (wegen Satz 4.69).
Aber mit dem Pumping Lemma kann man zeigen, dass L, keine
CFL ist, und daher erst recht keine DCFL.



Lemma 4.71
Die Klasse der DCFLs ist weder unter Schnitt noch unter
Vereinigung abgeschlossen.

Beweis:
Erinnerung: CFLs nicht unter Schnitt abgeschlossen:

L1 = {a'v'd |i,j € N} ist kontextfrei
Ly = {a'¥¢ |i,j € N} ist kontextfrei
LiNLy = {a'b’c'|ie N} ist nicht kontextfrei

Aber L1 und Lo sind sogar DCFLs.

Da L; N Ly = Ly U Ly kénnen die DCFLs auch nicht unter
Vereinigung abgeschlossen sein.




Lemma 4.72

Jede DCFL ist nicht inhdrent mehrdeutig, dh sie wird von einer
nicht-mehrdeutigen Grammatik erzeugt.

Beweisidee: Die Konversion PDA — CFG erzeugt aus einem DPDA
eine nicht-mehrdeutige CFG. [HMU]

Satz 4.73
Das Wortproblem fiir DCFLs ist in linearer Zeit I6sbar.

Mehr Information: Vorlesungen zum Ubersetzerbau



4.11 Tabellarischer Uberblick

Abschlusseigenschaften

Schnitt | Vereinigung | Komplement | Produkt | Stern
Regular ja ja ja ja ja
DCFL nein nein ja nein nein
CFL nein ja nein ja ja
Entscheidbarkeit
Wortproblem | Leerheit | Aquivalenz | Schnittproblem
DFA O(n) ja ja ja
DPDA O(n) ja ja nein(*)
CFG O(n?) ja nein(*) nein(*)

Sénizergues (1997), Stirling (2001)
(*) Vorschau



Teil 2

Berechenbarkeit, Entscheidbarkeit,
Komplexitat



5. Berechenbarkeit, Entscheidbarkeit

Uberblick:
@ Was kann man berechnen?

o Welche Funktionen kann man in endlicher Zeit berechnen?
e Welche Eigenschaften von Objekten kdnnen in endlicher Zeit
entschieden werden?

e Mit welchen Sprachen/Maschinen?

@ Was kann man in polynomieller Zeit berechnen?



5.1 Der Begriff der Berechenbarkeit

Eine Funktion f : N*¥ — N ist intuitiv berechenbar, wenn es einen
Algorithmus gibt, der bei Eingabe (ny,...,n;) € N

@ nach endlich vielen Schritten mit Ergebnis f(ni,...,nk) halt,
falls f(ni,...,nk) definiert ist,

@ und nicht terminiert, falls f(nq,...,ng) nicht definiert ist.

Was bedeutet ,,Algorithmus”? Assembler? C? Java? OCaml?
Macht es einen Unterschied?

Achtung: Berechenbarkeit setzt zwei verschiedene Dinge in
Beziehung:

@ Algorithmen, dh endliche Waérter.
@ Mathematische Funktionen, dh Mengen von Paaren.
ZB beschreibt x — 22 die Funktion

{(0,0),(1,1),(2,4),(3,9), (4,16), (5,25),...}



Terminologie: Eine Funktion f: A — B ist
total gdw f(a) fiir alle a € A definiert ist.

partiell gdw f(a) auch undefiniert sein kann.
echt partiell gdw sie nicht total ist.
Beispiel 5.1
Jeder Algorithmus berechnet eine partielle Funktion.

Der Algorithmus

input (n) ;
while true do ;
berechnet die iiberall undefinierte Funktion, dh ) ¢ N — N.



Beispiel 5.2
Ist die Funktion

1 falls n als Ziffernfolge Anfangsstiick der
filn) == Dezimalbruchentwicklung von 7 ist

0 sonst

berechenbar? (Bsp: f1(31415) = 1 aber f1(315) = 0)

Ja, denn es Algorithmen gibt, die 7 iterativ auf beliebig viele
Dezimalstellen genau berechnet werden.



Beispiel 5.3
Ist die Funktion

1 falls n als Ziffernfolge irgendwo in der
fa(n) := Dezimalbruchentwicklung von 7 vorkommt

0 sonst

berechenbar? (Bsp: f2(415) = 1)
Unbekannt!

Durch schrittweise Approximation und Suche in der Dezimal-
bruchentwicklung von 7w kann man feststellen, dass n vorkommt.
Aber wie stellt man fest, dass n nicht vorkommt?
Nichttermination statt 0!

Vielleicht gibt es aber einen (noch zu findenden) mathematischen
Satz, der genaue Aussagen iiber die in m vorkommenden
Ziffernfolgen macht.



Beispiel 5.4
Ist die Funktion

1 falls mindestens n mal hintereinander irgendwo in der

f3(n) := Dezimalbruchentwicklung von 7 eine 0 vorkommt
0 sonst

berechenbar?

Ja, denn

@ entweder kommt 0" fiir beliebig groBe n vor, dann ist
fa(n) =1 fir alle n,

@ oder es gibt eine langste vorkommende Sequenz 0™, dann ist
fa(n) =1 fir n < m und f3(n) = 0 sonst.

Beide Funktionen sind berechenbar.

Dieser Beweis ist nicht-konstruktiv.



Satz 5.5
Es gibt nicht-berechenbare Funktionen N — {0, 1}.

Beweis:

Es gibt nur abzahlbar viele Algorithmen, aber {iberabz3hlbar viele
Funktionen in N — {0, 1}.

O]



Erinnerung: Eine Menge M ist abzahlbar falls es eine injektive
Funktion M — N gibt.
Aquivalente Definitionen:

e Entweder gibt es eine Bijektion M — {0, ..., n} fiir ein
n € N, oder eine Bijektion M — N.

@ Es gibt eine Nummerierung der Elemente von M.

Eine Menge ist iberabzadhlbar wenn sie nicht abzahlbar ist.



Lemma 5.6
¥* ist abzadhlbar, falls ¥ endlich ist.

Beweis:
Durch Beispiel:

{0,1}* = {e, 0, 1, 00, 01, 10, 11, 000,...}
N = {0, 1, 2, 3, 4, 5 6, 7,...}

Annahme:

Ein Algorithmus ist ein Wort {iber einem endlichen Alphabet.

Gilt fiir alle bekannten Programmiersprachen.

—> Die Menge der Algorithmen ist abzahlbar.



Satz 5.7
Die Menge aller Funktionen N — {0,1} ist iiberabzihlbar.

Beweis:

Indirekt. Nimm an, die Menge der Funktionen sei abzahlbar.

01 2 3
fHl0o 1 1 o0
fil1 0 0 0
fl0 0 1 0
510 0 1 0

Eine Funktion f, die nicht in der Tabelle ist: =Diagonale!
f]1 10 1
Widerspruch!

Formal: Sei f(i) :=1— f;(i). Dann f # f; fir alle 4, da
f(@) # fid).



Satz 5.8
Wenn Algorithmen als endliche Wérter kodiert werden kénnen,
dann gibt es nicht-berechenbare Funktionen N — {0, 1}.

Beweis:

Sei F die Menge aller Funktionen N — {0,1}.

Sei A die Menge der Woérter, die Algorithmen kodieren.

Beweis durch Widerspruch.

Annahme: Alle Funktionen von F sind berechenbar.

Da A abzéhlbar ist (Lemma 5.6), gibt es eine injektive Funktion
anum: A — N.

Definiere fnum: F — N durch

frum(f) = min{anum(a) | a berechnet f }

fnum is injektiv: Wenn fnum(f1) = fnum(f2) dann gibt es einen

Algorithmus der sowohl f; wie auch fs berechnet und so f; = fs.

Aber dann ist F abzihlbar. Widerspruch zu Satz 5.7



Verschiedene Formalisierungen des Begriffs der Berechenbarkeit:

Turing-Maschinen (Turing 1936)
A-Kalkiil (Church 1936)
p-rekursive Funktionen
Markov-Algorithmen
Registermaschinen

Awk, Basic, C, Dylan, Eiffel, Fortran, Java, Lisp, Modula,
Oberon, Pascal, Python, Ruby, Simula, TEX, ...-Programme

while-Programme
goto-Programme
DNA-Algorithmen

Quantenalgorithmen



Es wurde bewiesen: Alle diese Beschreibungsmethoden sind in ihrer
Machtigkeit dquivalent.

Church-Turing These

Der formale Begriff der Berechenbarkeit mit Turing-Maschinen
(bzw A-Kalkiil etc) stimmt mit dem intuitiven
Berechenbarkeitsbegriff iiberein.

Die Church-Turing-These ist keine formale Aussage und so nicht
beweisbar. Sie wird jedoch allgemein akzeptiert.



5.2 Turingmaschinen

Band

M EIEIE N DB EIEIRS
- T_ese/schreib Kopf

Turingmaschine




Definition 5.9
Eine Turingmaschine (TM) ist ein 7-Tupel
M= (Q,%,T,6,q,0, F) so dass
@ () ist eine endliche Menge von Zustanden.
@ X ist eine endliche Menge, das Eingabealphabet.

o [ ist eine endliche Menge, das Bandalphabet, mit ¥ C T’

06:QxT —QxT x{L,R,N} ist die Ubergangsfunktion.

6 darf partiell sein.

qo € @ ist der Startzustand.

O €T\ X ist das Leerzeichen.

e I C ( ist die Menge der akzeptierenden oder Endzustdnde.

Annahme: §(q, a) is nicht definiert fiir alle ¢ € F und a € T.

Eine nichtdeterministische Turingmaschine hat eine
Ubergangsfunktion 6 : Q@ x I' = P(Q x I x {L, R, N}).



Intuitiv bedeutet  §(q,a) = (¢, b, D):
@ Wenn sich M im Zustand g befindet,
@ und auf dem Band a liest,
@ so geht M im nachsten Schritt in den Zustand ¢’ iiber,
@ liberschreibt a mit 0,

@ und bewegt danach den Schreib-/Lesekopf nach rechts (falls
D = R), nach links (falls D = L), oder nicht (falls D = N).



Definition 5.10
Eine Konfiguration einer Turingmaschine ist ein Tripel
(a,q,B) € T* x Q x I'*.
Dies modelliert
e Bandinhalt: ... 0apO. ..
@ Zustand: ¢
o Kopf auf dem ersten Zeichen von 50

Die Startkonfiguration der Turingmaschine bei Eingabe w € ¥* ist
(€, g0, w).



Die Berechnung der TM M wird als Relation —j; auf
Konfigurationen formalisiert. Falls (g, first(83)) = (¢, ¢, D):

(a,q',c rest(B)) falls D = N
(a,q,8) = § (ac, ¢, rest(B)) falls D =R

(butlast(c), ¢, last(a) ¢ rest(B)) falls D =L

wobei
first(aw) = a first(e) = O
rest(aw) = w rest(e) = €
last(wa) = a last(e) = O

butlast(wa) = w butlast(e) = €
firaeI'und w e I'".

Falls M nichtdeterministisch ist: (g, first(8)) > (¢, ¢, D)



Beispiel 5.11 (Unar +1)

M = ({Qa f}v {1}7 {1> D}’ 9,¢,0, {f})

6(¢,0) = (f,1,N)
6(¢,1) = (¢,1,R)

o Beispiellauf:

(67 q, 11) —M

e Welche Eingaben fiihren von ¢ nach f7?



Eine graphische Notation fiir §(p,a) = (¢, b, d):

@ a/b, d ‘@



Beispiel 5.12 (Binar +1)
ZB 1011 — 1100

= ({QO) q1, 492, qf}7 {O) ]-}7 {07 17 D}v 5) q0, ‘:’a {Qf}}
wobei

6(40,0) = (90,0, R) 6(q1,1) = (q1,0,L) 6(g2,0) = (2,0, L)
6(q0,1) = (g0, 1, R) 0(q1,0) = (g2,1,L) 6(q2,1) = (2,1, L)
6(q0,0) = (1,0,L) (q1,0) = (g7, 1, N) 6(g2,0) = (qr,00, R)

Beispiellauf:

(E,QO, 101) —M (1,(]0,01) —M (10,(]0,1) —M (101,q0,6) —M
(10, q1,10) —ar (1,¢1,000) —as

(6,(]2, 110D) —M (6,(]2, DllOD) —M

(O, qf,1100)



Definition 5.13
Eine Turingmaschine M akzeptiert die Sprache

L(M)={weX"|3q € Fa B el (cq,w) =y (aq,0)}

Eine Funktion f : X* — 3* heiBt Turing-berechenbar gdw es eine
Turingmaschine M gibt, so dass fiir alle u,v € ¥* gilt

fluy=v <« 3FIrekF (eq,u) =y (O...0,rv0...0)

Eine Funktion f : N¥ — N heiBt Turing-berechenbar gdw es eine
Turingmaschine M gibt, so dass fiir alle ny,...ng, m € N gilt

fny,...,ng) =m <&

3r € F. (€, qo, bin(ny)#bin(na)# . . . #bin(ny))
=y (O...0,7bin(m)0...0)

wobei bin(n) die Binadrdarstellung der Zahl n ist.



Zum Halten/Terminieren von TM

Eine TM hélt wenn sie eine Konfiguration («, ¢, af3) erreicht und
d(g,a) nicht definiert oder (bei einer nichtdetermistischen TM)
5(q,a) = 0.

Nach Annahme hilt eine TM immer, wenn sie einen Endzustand
erreicht. Damit ist die von einer TM berechnete Funktion
wohldefiniert.

Eine TM kann auch halten, bevor sie einen Endzustand erreicht.



Satz 5.14
Zu jeder nichtdeterministischen TM N gibt es eine
deterministische TM M mit L(N) = L(M).

Beweis:

M durchsucht den Baum der Berechnungen von N in
Breitensuche, beginnend mit der Startkonfiguration (e, go, w), eine
Ebene nach der anderen.

Gibt es in dem Baum (auf Ebene n) eine Konfigurationen mit
Endzustand, so wird diese (nach Zeit O(c™)) gefunden. O



Satz 5.15
Die von Turingmaschinen akzeptierten Sprachen sind genau die
Typ-0-Sprachen der Chomsky Hierarchie.

Beweis:
Wir beschreiben nur die Beweisidee. (Mehr Details: [Schoning]).

»=—=": Grammatikregeln konnen direkt die Rechenregeln einer TM
simulieren.

,<=": Die (nichtdeterministische) TM versucht von ihrer Eingabe
aus das Startsymbol der Grammatik zu erreichen, indem sie die
Produktionen der Grammatik von rechts nach links anwendet,
(nichtdeterministisch) an jeder maéglichen Stelle. O



Eine beliebte Modellvariante ist die k-Band-Turingmaschine:

Die k Kopfe sind véllig unabhingig voneinander:

§:QxTF 5 QxT*x{L,R N}*



Satz 5.16
Jede k-Band-Turingmaschine kann effektiv durch eine 1-Band-TM
simuliert werden.

Beweisidee: Aus

|
M |
- |o|lo|blablalablaalb aaolo
wird
o|o|o| a bl a al# a alb| bl ajo|o
M’ l
o|o|b|a bjalalbja alb| & ajo|o




Beweisskizze:

o IV := (T x {x,0})¥
e M’ simuliert einen M-Schritt durch mehrere Schritte: M’
o startet mit Kopf links von allen *.
o geht nach rechts bis alle x liberschritten sind,
und merkt sich dabei (in Q') die Zeichen iiber jedem *.
o hat jetzt alle Information, um &, anzuwenden.
o geht nach links iiber alle x hinweg und fiihrt dabei
aus.

Beobachtung:

n Schritte von M lassens sich durch
O(n?) Schritte von M’ simulieren.

Denn nach n Schritten von M trennen < 2n Felder linkesten und
rechtesten Kopf. Obige Simulation eines M-Schritts braucht daher
O(n) M'-Schritte. Simulation von n Schritten: O(n?) Schritte.



5.3 Programmieren mit Turingmaschinen

Die folgenden Basismaschinen sind leicht programmierbar:

@ Band¢:=Bandi¢ + 1
@ Band¢:=Band:—1
@ Bandi:=10

@ Band i := Band j



Seien M; = (Qu >, Iy, (51‘, q;,d, Fi), 1=1,2.
Die sequentielle Komposition (Hintereinanderschaltung) von M;
und M5 bezeichnen wir mit
— My — My —
Sie ist wie folgt definiert:
M = (Ql U Q?) E’Fl ) ]-_‘2’57 qi1, D)FQ)
wobei (oE) Q1 N Q2 = 0 und

0: =06 Ud U{(f1,a) — (g2,a,N) | f1 € F1,a €T}



Sind f1 und fy Endzustinde von M so bezeichnet

f1

— M — M —

1 fo
My
1

eine Fallunterscheidung, dh eine TM, die vom Endzustand f; von
M nach M ibergeht, und von f5 aus nach Mos.

Die folgende TM nennen wir ,Band=07" (bzw ,Band i = 07"):

5(Q070) = (QUvovR)
6((]07 D) = (jaa DaL)
0(qo,a) = (nein,a,N) fir a # 0,0

wobei ja und nein Endzustinde sind.



Analog zur Fallunterscheidung kann man auch eine TM fiir eine
Schleife konstruieren

— Bandi=07? 2%
11 nein
M

die sich wie while Band ¢ # 0 do M verhilt.

Moral: Mit TM kann man imperativ programmieren:

if
while



5.4 WHILE- und GOTO-Berechenbarkeit

WHILE = strukturierte Programme
mit while-Schleifen
GOTO = Assembler

Wir definieren WHILE- und GOTO-Berechenbarkeit und zeigen
ihre Aquivalenz mit Turing-Berechenbarkeit.

Syntax von WHILE-Programmen:
P - X:=X+C
| X:=X-C
| P; P
| IF X =0D0 P ELSE () END
| WHILE X # 0 DO P END

wobei X eine der Variablen zq, z1, ...

und C eine der Konstanten 0,1, ... sein kann.
Beispiel 5.17

WHILE 29 #0 DO z; := o+l END



Die modifizierte Differenz ist m —n :=

m-—n fallsm>n
0 sonst

Semantik von WHILE-Programmen (informell):
x; := xj + n Neuer Wert von z; ist z; + n.
z; 1= xj = n  Neuer Wert von z; ist z; —n.
P, ; Py Fihre zuerst P, und dann P aus.
WHILE z; #0 DO P END Fiihre P bis die Variable x; (wenn je)

den Wert 0 annimmt.
Beispiel 5.18
WHILE 21 #0 DO 29 := 292 + 1; zy:=x1 - 1 END
simuliert

Zu Beginn der Ausfiihrung stehen die Eingaben in z1,. .., xx.
Alle anderen Variablen sind 0. Die Ausgabe wird in xy berechnet.



Syntaktische Abkiirzungen (,, Zucker"):

T =xp = oz =x; +0

8
i
3
1

Ty = T; tn

(wobei an z; nirgends zugewiesen wird)

Ti = x5 v T = Xy 1= Ty
(falls i # k) WHILE x; # 0 DO
T, = x; +1; xp = xp - 1
END
Ty =z kT = oz o= 05
(falls ¢ # j, k) WHILE z3 # 0 DO
Tp = x v Ty T = oxp -1
END

DIV, MOD, geschachtelte Ausdriicke



Definition 5.19
Eine Funktion f : N* — N ist WHILE-berechenbar gdw es ein
WHILE-Programm P gibt, so dass fiir alle ny,...,n; € N:

P, gestartet mit ny,...,ng in x1,...,2% (0 in den anderen Var.)
e terminiert mit f(ny,...,ng) in o,
falls f(ni,...,nk) definiert ist,
e terminiert nicht, falls f(n1,...,nx) undefiniert ist.

Turingmaschinen kénnen WHILE-Programme simulieren:

Satz 5.20 (WHILE — TM)
Jede WHILE-berechenbare Funktion ist auch Turing-berechenbar.

Beweis:

Jede Programmvariable wird auf einem eigenen Band gespeichert.
Wir haben bereits gezeigt: Alle Konstrukte der WHILE-Sprache
konnen von einer Mehrband-TM simuliert werden, und eine
Mehrband-TM kann von einer 1-Band TM simuliert werden. L]



GOTO
e
WHILE

Ubersetzungen

™



Ein GOTO-Programm ist eine Sequenzen von markierten
Anweisungen

MliAl; MQ:AQ; ey MkAk

(wobei alle Marken verschieden und optional sind)

Méogliche Anweisungen A; sind:

Ty = x; tn

Tr; = {L‘j - n

GOTO M;

IF z;, =n GOTO Mj
HALT

Die Semantik ist wie erwartet.

Fakt 5.21 (WHILE — GOTO)

Jedes WHILE-Programm kann durch ein GOTO-Programm
simuliert werden.



Satz 5.22 (GOTO — WHILE)

Jedes GOTO-Programm kann durch ein WHILE-Programm
simuliert werden.

Beweis: Simuliere My : Ay; My : Aoy ...; My : Aj durch

pc = 1;
WHILE pc# 0 DO
IF pc—1=0 THEN P; ELSE

IF pc —k =0 THEN P, ELSE pc:=(0 END ... END
END

wobei P; A; simuliert und A; — P; wie folgt definiert ist:
T = xj +/-n = x; = x; +/- n; pc = pc+ 1
GOTO M; = pc =10
IF 2; =0 GOTO M; + IF x;=0
THEN pc := ¢ ELSE pc := pc + 1 END
HALT — pc =0
L]



Korollar 5.23
WHILE- und GOTO-Berechenbarkeit sind dquivalent.

Korollar 5.24 (Kleenesche Normalform)

Jedes WHILE-Programm ist zu einem WHILE-Programm mit
genau einer WHILE-Schleife dquivalent.



GOTO

ANV
WHILE

Ubersetzungen

™



Satz 5.25 (TM — GOTO)
Jede TM kann durch ein GOTO-Programm simuliert werden.

Ubersetzung: TM (Q,%,T,6,q,0,F) - GOTO-Programm.

Q={q,---,ax} T ={a(=0D),...,a,}
Eine Konfiguration
(aip...ail, qi, ajl...ajq)

wird durch die Programmvariablen z, vy, z wie folgt reprasentiert:

x:(ip...il)b, y:(jq---jl)by z=1
wobei (i ...41), die Zahl iy ...4; zur Basis b:=n + 1 ist:

p

T = Z i bt

r=1



Der Kern des GOTO-Programmes ist die iterierte Simulation von §:

M:

M()():
M()ll

My, :

IF 2 € F GOTO M.,4;

a := y MOD b;

IF z=0 AND a =0 GOTO Myp;
IF 2=0 AND a =1 GOTO Mo;;

IF z =k AND a =n GOTO Mjy,;

Poo; GOTO M;
FPy1; GOTO M ;
Py,; GOTO M

wobei Pj; die Simulation von §(g;, a;) = (¢, as, D) ist. Fiir D = L:

[SIINSIL S SR

¥
y DIV b;
bxy + s;

Zustand aktualisieren
Léschen von a;
Schreiben von ag

bxy + (x MOD b); Bewegung L (I): Einfiigen von a;, iny

x DIV b

Bewegung L (I1): Léschen von a;, aus x



GOTO <+— TM

NNy S
WHILE

Ubersetzungen



LOOP-Berechenbarkeit
Statt while-Schleifen betrachten wir nun for-Schleifen.

LOOP-Programme haben die gleiche Syntax WHILE-Programme
aber statt der WHILE-Schleifen gibt es nur LOOP-Schleifen mit
folgender Syntax:

LOOP X DO P END

Semantik:

Fiihre P genau n mal aus, wobei n der Anfangswert von X ist.
Zuweisungen an X in P andern die Anzahl n der
Schleifendurchldufe nicht.

Beispiel 5.26
LOOP z9p DO z7 := x1+1 END simuliert



Definition 5.27
Eine Funktion f : N* — N ist LOOP-berechenbar gdw es ein
LOOP-Programm P gibt, so dass fiir alle ny,...,n; € N:

P, gestartet mit ny,...,ng in x1,...,2x (0 in den anderen Var.)
terminiert mit f(ny,...,ng) in zo.
Lemma 5.28

Alle LOOP-berechenbaren Funktionen sind total.
Beweis mit Induktion iiber die Syntax der LOOP-Programme.

Sind alle totalen Funktionen LOOP-berechenbar?
Fakt 5.29
WHILE-Schleifen kénnen LOOP-Schleifen simulieren.

Fakt 5.30
LOOP-Schleifen kbnnen WHILE-Schleifen nicht simulieren.



5.5 Primitiv rekursive Funktionen

Klassen von Programmiersprachen

Imperativ Funktional
C, Java,... OCaml, Lisp, ...
TM, WHILE, GOTO | u-rekursiv
LOOP Primitiv rekursiv

Wir betrachten Funktionen N* — N, k& > 0.
Wir identifizieren NY — N mit N und ¢() mit c.

Definition der primitiv rekursiven Funktionen:
Fixe Basisfunktionen B s(z)=x+1

Funktionskomposition  zB f(x,y) = g(x, h(z,y))

Fixe Art der Rekursion zB f(0) =1
fln+1) = nxf(n)



Definition 5.31 (Basisfunktionen)

@ Die konstante Funktion 0
e Die Nachfolgerfunktion s(n) =n+1
@ Die Projektionsfunktionen 7le ‘NF 5N, 1<i<k:

Wf(xl,...,xk) = T
Definition 5.32
Die Komposition von g und hq, ..., h; erzeugt die Funktion f
f@) = g(hi(z), ... hi(T))
wobei T = (z1,...,x,) und
f:N*—= N
g:NF 5 N

hi :N' N (i=1,...,k)



Definition 5.33

Das Schema der primitiven Rekursion erzeugt aus g und h die
Funktion f

f(ovf) = g(f)
fm+1,7) = h(f(m,z),m,T)
wobei T = (z1,...,x,) und

NN
g:N"—= N
h: N2 5N



Definition 5.34 (PR)

Die Menge PR der primitiv rekursiven Funktionen ist die folgende
induktiv definierte Teilmenge aller Funktionen NF 5 N, k> 0:

@ Die Basisfunktionen 0, s, und Wf sind primitiv rekursiv.

@ Sind g und h; primitiv rekursiv, dann auch ihre Komposition

f@) = g(h(@), ... h(Z))

@ Sind g und h primitiv rekursiv, dann auch die mit primitiver
Rekursion definierte Funktion

f(()?f) - g(f)
fim+1,7) (m,T), m,T)

I
=
~

Lemma 5.35

Jede primitiv-rekursive Funktion ist total.

Beweis:
Induktion liber den Aufbau der primitiv-rekursiven Funktionen. [



Beispiel 5.36
Alle Konstanten n € N sind PR: 1 = 5(0), 2 = s(1), ...

Addition ist PR:

h(r,z,y) = s(i(r,z,y))

add(0,y) = 7
add(x +1,y) = h

Lesbarer, aber nicht dem syntaktischen PR-Format entsprechend:

add(0,y) = vy
add(z +1,y) = s(add(x,y))

Streng genommen also kein Nachweis, dass Addition PR ist.



Beispiel 5.37
Multiplikation ist PR:

kly) = 0
h(r,z,y) add(m} (r, z,y),73(r, x,y))
mult(0,y) = k(y)
mult(x + 1,y) = h(mult(z,y),z,y)

Lesbarer, aber nicht dem syntaktischen PR-Format entsprechend:

mult(0,y) = 0
mult(x 4+ 1,y) = add(mult(z,y),y)

In Zukunft: 4+ und x statt add und mult.



Definition 5.38
Wir bezeichen f als eine erweiterte Komposition der Funktionen
gi,- .., g falls

f(xl,...,xn) =1

so dass t ein Ausdruck ist, der nur aus den Funktionen gi,..., gk
und den Variablen z1, ..., x, besteht.
Beispiel: f(:rv y) - gl(x792(y793($)))

Lemma 5.39
Eine erweiterte Komposition von PR Funktionen ist wieder PR.

Beweis:

Mit Induktion iiber Aufbau/GréBe von ¢. O
Beispiel:

hi(z,y) = gs(n}

ho(z,y) = 92(7%

i

f(z,y)

I
)
—
—~

N



Das erweiterte Schema der primitiven Rekursion erlaubt

f(Ovj) = 1o
fm+1,7) =t

wobei
@ %y enthalt nur PR Funktionen und die z;,

e ¢ enthalt nur f(m,Z), PR Funktionen, m und die ;.

Lemma 5.40
Das erweiterte Schema der primitiven Rekursion fiihrt nicht aus PR
hinaus.

Beweis:
Mit Hilfe der erweiterten Komposition. L]

Moral:
Primitive Rekursion erlaubt f(m+1,Z) = ... f(m,T)...



Beispiel 5.41
Die Vorgangerfunktion ist PR:

pred(0)
pred(x + 1)

Die modifizierte Differenz ist PR:

r—0 =
r-(y+1) =

= 0
= x
z
pred(z —y)



Definition 5.42

Sei P(x) ein Pradikat, d.h. ein logischer Ausdruck, der in
Abhangigkeit von x € Ny den Wert true oder false liefert.
Dann kodnnen wir P in natiirlicher Weise eine Funktion

P:N - {0,1}

zuordnen: P(z) = 1 gdw P(z) = true.

Wir nennen P primitiv rekursiv genau dann, wenn P primitiv
rekursiv ist.



Ist P primitiv rekursiv, dann auch der beschrankte max-Operator
max{z <n| P(x)} =: q(n)

wobei max () := 0.

q(0) = 0
gn+1) = qn)+Pn+1)*((n+1)=qn))

_Jn+1 falls P(n+1)
g(n)  sonst



Ist P primitiv rekursiv, dann auch der beschriankte Existenzquantor

r <n. Pz) = Q(z)
denn:
Q) = P(0)
Qn+1) = Qn)+Pn+1)x(1-Q(n))
B { falls P(n + 1)
sonst



5.6 PR = LOOP
Hauptproblem bei LOOP — PR:
Kodierung aller Variablen eines LOOP Programms in einer Zahl.

Satz 5.43

Die Cantorsche Paarungsfunktion

r+y+1
)= ("TY T ) e = ety D24
ist eine Bijektion zwischen N? und N.
[0 1] 2] 3]
00| 2 9
11| 4| 8|13
203 7112]18
361117 |24




Die Funktion z ~— () ist PR:
(2) =0
("2 = ()
Mit Komposition ist auch ¢ PR:

1
c(z,y) = <x—|—g+ )—I—x



Mit ¢ kodiert man k + 1 Tupel:
(ng,m1,...,ng) = c(ng,c(ny,...,c(ng0)...))
Wir brauchen die Umkehrfunktionen p; und ps von c:

pl(c(x7y)) = pg(C(I’,y)) =Y

Damit kann man Projektionsfunktionen auf Tupeln definieren:

do(n) = pi(n)

di(n) = pi(p2(n))

di(n) = pi(p2...p2(n)...)
k

Sind p1,p2 PR, so auch dy, ..., dg.



Satz 5.44
Die Umkehrfunktionen von ¢ sind PR definierbar:

pi(n) = maz{r <n|3Jy <n. clz,y)=n}
p2(n) = maz{y <n|3Jx <n.clz,y) =n}

Beweis:
Alle Funktionen in der Def_inition der p; sind PR,
auch der Gleichheitstest (Ubung!).
Die p; sind die Umkehrfunktionen von ¢ denn:
e Es gibt zu jedem n eindeutige z und y mit c¢(x,y) = n.
(Bijektivitat von c)
o x <c(x,y) und y < ¢(z,vy).
Damit findet die beschrinkte Suche immer die gesuchten = und y.
O]



Satz 5.45 (PR = LOOP)

Die primitiv rekursiven sind genau die LOOP-berechenbaren
Funktionen.

Beweis:

LOOP — PR:

Sei f: N™ — N LOOP-berechenbar.

Dann gibt es ein LOOP-Programm P (mit Variablen zy, ..., xy),
das f berechnet.

Mit Induktion iiber die Struktur von P

konstruieren wir eine PR Funktion gp mit

gp({ao, ..., ak)) = {bo, - -, br)
——— —_——
Belegung der Variablen Belegung der Variablen

beim Start von P am Ende von P



Beweis (Forts.):
@ Pistx; := xj+c:
gp(x) = (do(x),...,di—1(x),dj(x) £ ¢, dit1(2), ..., dp(z))

e Pist Q;R: gp(x) = gr(go(z))
o P ist LOOP x; DO () END:

h(0,z) = =z
hin+1,z) = gg(h(n,x))
gp(r) = h(di(z), )
gp(x) berechnet den Zustand nach d;(x) lterationen von Q.

Berechnet P die Funktion f : N™ — N, dann ist f PR denn

flz1,. . xm) = do(gp((0, 21, ... Zm,0,...,0))).

k—m



Beweis (Forts.): PR — LOOP

Sei f:NF - N PR.

Mit Induktion liber die Konstruktion von f konstruieren wir ein
LOOP-Programm Py, das f berechnet:

e 0:
g = 0
@ Nachfolger-Funktion:
g = x1 + 1
e Projektions-Funktionen, zB 73 (21, 72, r3) = z2:
Trog = T2
e Komposition, zB f(x1,2z2) = g(hi(x1,x2), ha(x1,22)):
Py s x5 1= w05 Phyy 1 := 2155 22 = 305 Py
Funktions-Komposition wird simuliert durch

Hintereinanderausfiihrung (;) wobei Zwischenergebnisse in
separaten Variablen zwischengespeichert werden miissen.



Beweis (Forts.):

@ Primitive Rekursion:

f0,7) = g(=)
fly+1,7) h(f(y,7),y,T)

Folgendes LOOP-Programm berechnet f(y,T):

r o= g(@);
k := 0;
LOOP y DO
r := h(r,k,T)
k = k+1;
END
Trog =T

wobei wir nach Induktionsannahme LOOP-Programme zur
Berechnung von ¢ und h konstruieren konnen.



Reversible Kodierung von Zahlenfolgen als Zahlen:

{0,... k}*
N'!L

N*
N*

Kodiere (i1,...,4,) als Zahl iy .. .4, zur Basis k.

Mit iterierter Paarfunktion ¢: (i1, ..., i)
NB n muss beim Dekodieren bekannt sein denn zB
1 =1¢(0,1) = ¢(0,¢(0,1)).

Auch mit (...) reversibel kodierbar (Ubung)

Kodiere (i1, ...,i,) als 211372 ... pin
wobei p,, die n-te Primzahl ist.
Dekodierung = Primzahlzerlegung



5.7 Die p-rekursiven Funktionen

@ Mit PR kann man nur beschrankt suchen: n,...,0.
@ Die unbschriankte Suche 0, ... erfordert so etwas wie
fn) = ...fln+1)...

@ Der p-Operator formalisiert diese Art der Suche.

@ Damit erhdlt man alle berechenbaren Funktionen.

@ Andere Such- bzw Rekursionsschemata sind (im Prinzip!)
nicht notwendig.

Notation: f(n) = L bedeutet ,, f(n) ist undefiniert."



Definition 5.46 (u-Operator)

Sei f: N*1 — N eine (nicht notwendigerweise totale) Funktion.
Die durch Anwendung des u-Operators entstehende Funktion
pf : NF — N ist definiert durch:

min{n € N| f(n,z) =0} falls
ein solches n existiert und
f(m,x) # L fir allem <n

1 sonst

Intuitiv: uf(Z) = find(0,T)
find(n,z) =if f(n,T) =0 then n else find(n+1,T)
Beispiel 5.47
Ist fn,x) = x-(n+n)
dannist  uf(xr) =



Definition 5.48 (uR)

Die Menge der pu-rekursiven Funktionen ist induktiv wie folgt
definiert:

@ Die Basisfunktionen 0, +1, ﬁf sind p-rekursiv.

@ Wenn eine Funktion durch Komposition, primitive Rekursion

oder dem pu-Operators aus u-rekursive Funktionen definiert
werden kann, ist sie p-rekursiv.

Satz 5.49 (uR = WHILE)

Die p-rekursiven sind genau die WHILE-berechenbaren Funktionen.

Beweis: als Ergdnzung des Beweises von PR = LOOP.
uR — WHILE:

Fall xf: Nach IA gibt es ein WHILE-Programm fiir f.
Dann ist pf auch WHILE-berechenbar:

xg = 0; y := f(0,7);
WHILE y #0 DO x9 := z9 + 1; y := f(xo,T) END



Beweis (Forts.):

WHILE — pR:

Fall P ist WHILE z; #0 DO ) END

Nach IA gibt es eine Funktion gg die () berechnet.
Dann ist gp wie folgt definierbar:

h(0,2) = =z
hin+1,z) = gg(h(n,x))
hi(n,x) = di(h(n,z))

hi(n,z) ist der Wert von z; nach n Iterationen von Q.
Dh ph;(x) ist die Anzahl der Iterationen von @ bis x; = 0,
dh bis P terminiert.

gp(x) = h(phi(z),z)



Durch die Transformation
#R — WHILE mit einer Schleife (Kleene) — uR

geniigt also immer ein u-Operator:

Korollar 5.50 (Kleene)

Fiir jede n-stellige pu-rekursive Funktionen f gibt es zwei
n + 1-stellige PR Funktionen h und h/, so dass

f(@) = h(uh/(z), T)



5.8 Die Ackermann-Funktion

a( 0, n) = n+l1
alm+1, 0) = a(m,1)
alm+1n+1) = a(m,a(m+1,n))

@ Dies ist keine PR Definition.
@ Aber: # a ist nicht PR
@ Ziel: a ist berechenbar, total, aber nicht PR

Fakt 5.51
Die Ackermann-Funktion ist (OCaml-)berechenbar.



Beispiel:

a(0,

Scherzfrage: a(6,6) =

S R Q2 QR

S
B8
(=]
Q
=N
=
RSN
A
==
=
I

»a(0,a(0,a(1,1)))) =

a(0, a(0, a(0, a(1,0)))
a(0, a(0, a(0, a(0, 1)))
a(0, a(0,a(0,2)))) =
a(0,a(0,3))) =
a(0,4)) =

5) =

a(l,4)) =
a(0,a(1,3))) =
a(0,a(0,a(1,2)))) =
0,a(0,a(0,a(1,1))))) =
0, a(0, a(0, a(0, a(1,0)))
0, a(0, a(0,a(0,a(0,1)))
0, a(0,a(0,a(0,2))))) =
0, a(0,a(0,3)))) =
0,a(0,4))) =

0,5)) =

)=
) =

A A

) =
) =



Der Beginn:

a(5,n)

Mit Induktion uber n:

n+1

2+ (n+3)-3
2(n+3) -3
2n+3_3

22 _3
n+3
777

a(m+1,n) =a(m,a(m,...a(m,1)...)

n+1

Bsp: a(1,n) = a(0,...a(0,1)...) = (+1)"" (1) =n+2



Ackermann als Familie von Funktionen A,,: A,,(n) := a(m,n).

Nun gilt:
Ap(n) = s(n)
Apyi(n) = A"m“(l) =An(... Apn(1)...)
n+1

Beobachtung: alle A, sind total und PR (mit Ind. iiber m)

Mit Currying (z.B. in Haskell):

ao n = n+l
a (m+t1) n iter (n+1) (am) 1

iter O fx =
iter (n+1) f x =

Ackermann ist mit primitiver Rekursion hoherer Stufe definierbar.



Man kann auch direkt zeigen:

Lemma 5.52
Die Ackermann-Funktion ist total.

Beweis:
Mit Induktion iber m: ¥n € N. a(m,n) # L (1)

@ Basis: a(0,n) =n+1%# 1
e Schritt: aim+1,n) # L (2)
Beweis mit Induktion iiber n:
o alm+1,0) =a(m,1)# L wg (1)
o alm+1,n+1)=a(m,a(m+1,n)) =a(lm,k) # L
wg (2) und (1)



Kompakter: die lexikographische Ordnung auf den Argumenten von
a nimmt bei jedem rekursiven Aufruf ab:

(m+1,0) > (m,1)
(m+1,n+1) > (m,.)
(m+1,n+1) > (m+1,n)

Definition 5.53 (lexikographische Ordnung)

(m,n) > (m';n') & m>m'V(im=m'An>n)

Beispiel: (2,3) > (2,2) > (1,42) > ---

Satz 5.54
Die lexikographische Ordnung auf N x N terminiert.

Beweis:
mit geschachtelter Induktion, wie bei der Totalitdt von a. O



Warnung: Kein Beweis der Totalitdt einer rekursiven Funktion:

~denn in jedem rekursiven Aufruf wird eines der Argumente kleiner*

f(m+1,0) = f(m,1)
fO,n+1) = f(1,n)



Lemma 5.55
Fiir jede PR Funktion f : N* — N gibt es ein t € N, so dass

VE € N*. f(Z) < a(t,maxT).
Beweis:
Mit Induktion iiber den Aufbau der Definition von f. O

Prinzip: t =~ Lange der Definition von f.
Details: [Felscher. Berechenbarkeit]

Satz 5.56
Die Ackermann-Funktion ist nicht PR.

Beweis:
Indirekt. Angenommen a ware doch PR. Dann ist auch f PR:

f(n) := a(n,n)

Nach obigem Lemma gibt es ¢ mit f(n) < a(t,n) fir alle n.

ft) <aflt,t) = f(2)



Oberflachlich intuitiv:
Die Ackermann-Funktion wdéchst schneller als alle PR
Funktionen.
Genauer:
Die Funktion n — a(n,n) wichst schneller als alle PR
Funktionen.
Intuitiver Grund:
e Fiir fixes t ist n — a(t,n) PR, denn dies ist Ay.
@ A, braucht aber eine PR Definition der Lange O(t).

@ Um n — a(n,n) PR zu berechnen, miisste die Lange der PR
Definition dynamisch mit der Eingabe wachsen.



Da die Ackermann-Funktion total, berechenbar und nicht PR ist:

Korollar 5.57
Die PR Funktionen sind eine echte Teilklasse der berechenbaren
totalen Funktionen.



Die berechenbaren Funktionen

berechenbar = TM = WHILE = GOTO = uR

total (zB Ackermann)

LOOP = PR




Knobelaufgabe: Sei b : Z3 — Z

b(i,j, k) = if j <ithen j
else b(b(i +1,5,k),b(j + 1,k,4),b(k + 1,4, §))

@ Finden Sie eine nicht-rekursive Definition b(i, j, k) =t von b.

@ Sei R obige Rekursionsgleichung. Zeigen Sie

b(i,j,k) =t = R

© Sonderpreis: Zeigen Sie, dass R immer terminiert.

Motto:
Alles ist beliebig kompliziert programmierbar.



5.9 Unentscheidbarkeit des Halteproblems

Ziel: Es ist unentscheidbar ob ein Programm terminiert.

Definition 5.58
Eine Menge A (C N oder ¥*) heiBt entscheidbar gdw ihre
charakteristische Funktion

() 1 fallsxe A
[ —
xa 0 fallsazd A

berechenbar ist.

Eine Eigenschaft/Problem P(x) heiBt entscheidbar gdw {z | P(x)}
entscheidbar ist.

Fakt 5.59
Die entscheidbaren Mengen sind abgeschlossen unter Komplement:
Ist A entscheidbar, dann auch A.



Kodierung einer TM als Wort iiber ¥ = {0, 1}, exemplarisch:

e Sei I'={ag,...,ap} und Q ={qo,...,qn}-
e 0(gi,a;) = (g, a;,d) wird kodiert als
H#Hbin(i)Fbin(f)Fbin (i) #bin(5") F#bin(m)

wobei bin : N — {0, 1}* die Bindrkodierung einer Zahl ist und
m =0/1/2 falls d = L/R/N.

@ Kodierung von §: Konkatenation der Kodierungen aller
5(.,.) = (.,+,.), in beliebiger Reihenfolge.

e Kodierung von {0, 1,#}* in {0,1}":

0 — 00
1 — 01
# — 11



Nicht jedes Wort iiber {0,1}* kodiert eine TM.

Sei M eine beliebige feste TM.

Definition 5.60

Die zu einem Wort w € {0,1}* gehdrige TM M,, ist

M falls w Kodierung von M ist
My, =< .
M  sonst

Die Kodierung von syntaktischen Objekten (Programmen,
Formeln, etc) als Zahlen nennt man Godelisierung und die Zahlen
Godelnummern.



Definition 5.61

Mw] ist Abk. fiir ,Maschine M mit Eingabe w"

Mw]] bedeutet, dass M[w] terminiert/halt.

Definition 5.62 (Spezielles Halteproblem)
Gegeben: Ein Wort w € {0, 1}*.
Problem: Halt M, bei Eingabe w 7

Als Menge:
K= {w € {0,1}" [ My[w]}



Satz 5.63

Das spezielle Halteproblem ist nicht entscheidbar.

Beweis:
Angenommen, K sei entscheidbar, dh xx ist berechenbar.
Dann ist auch folgende Funktion f berechenbar:

)0 falls xx(w) =0
flw) = {J_ falls xg(w) =1

Denn berechnet eine TM M die Funktion g,
so berechnet die folgende TM M’ die Funktion f:

M’ ja
—Band=0?— Ssto
w M N lnein 3

Dann gibt es ein w’ mit M,, = M’.



Beweis (Forts.):

M _.ja
—>Band=0?—> Sto
w M i Inein P

Jw)=1 & xi(w)=1 (Def.von f)
&  weK  (Def. von xk)

& Myw']l  (Def. von K)

o MWL (My = A1)

& f(w')# L (M berechnet f)

Wir erhalten einen Widerspruch: f(w') = L & f(w') # L.
Die Annahme, K sei entscheidbar, ist damit falsch.



Definition 5.64 ((Allgemeines) Halteproblem)

Gegeben: Wérter w,z € {0,1}*.
Problem: Halt M,, bei Eingabe x ?

Als Menge:
H = {wa | My[zl)

Satz 5.65
Das Halteproblem H ist nicht entscheidbar.

Beweis:
Waire H entscheidbar, dann trivialerweise auch K:

xk () = xu(w,w)



Definition 5.66 (Reduktion)
Eine Menge A C >* ist reduzierbar auf eine Menge B C I™*
gdw es eine totale und berechenbare Funktion f : ¥* — I'* gibt
mit

VweX* . weAs f(w)eB

Wir schreiben dann A < B.

Intuition:
@ B ist mindestens so schwer zu I6sen wie A.
@ Ist A unldsbar, dann auch B.
@ Ist B losbar, dann erst recht A.



Lemma 5.67
Falls A < B und B ist entscheidbar, so ist auch A entscheidbar.

Beweis:
Es gelte A < B mittels f und xp sei berechenbar.
Dann ist xp o f berechenbar und x4 = xp o f:

e ={ 5 22 ={ 0 M0 Sh —wiw) o

Korollar 5.68
Falls A < B und A ist unentscheidbar, dann ist auch B
unentscheidbar.

Beispiel 5.69

Da K < H (mit Reduktion f(w) := w#w) und K unentscheidbar
ist, ist auch H unentscheidbar.



Satz 5.70

Das Halteproblem auf leerem Band, Hy, ist unentscheidbar.

Hy := {w € {07 1}* | Mw[ﬁ]i}

Beweis:
Wir zeigen K < Hjy mit einer Funktion f: {0,1}* — {0,1}*
f(w) ist die Kodierung folgender TM:

Uberschreibe die Eingabe mit w; fiihre M,, aus.

Dh f berechnet aus w die Kodierung wy einer TM, die w schreibt,
und gibt die Kodierung von “wi;w" zuriick.

Damit ist f total und berechenbar.

Es gilt:

weK & Muull & Myldl & fw) € Hy



Fazit:
Es gibt keine allgemeine algorithmische Methode, um zu
entscheiden, ob ein Programm terminiert.

Die Unentscheidbarkeit vieler Fragen iiber die Ausfiihrung von
Programmen folgt durch Reduktion des Halteproblems:

@ Kann ein WHILE-Programm mit einer bestimmten Eingabe
einen bestimmten Programmpunkt erreichen?
Der Spezialfall Programmpunkt=Programmende ist das
Halteproblem.

@ Kann Variable z7 bei einer bestimmten Eingabe je den Wert
232 erreichen?
Reduktion: Ein Programm P hilt gdw
wahrend der Ausfiihrung von

P; x; = 232
Variable z7 den Wert 232 erreicht.
(OE: z7 kommt in P nicht vor)



Quiz
Ist es entscheidbar, ob eine TM

2]
o
o
o

mehr als 314 Zustdnde hat?

bei Eingabe € mehr als 314 Schritte macht?

bei irgendeiner Eingabe mehr als 314 Schritte macht?
bei allen Eingaben mehr als 314 Schritte macht?

bei Eingabe € ihren Kopf mehr als 314 Felder von der
0-Position entfernen kann?

bei Eingabe € einen bestimmten Zustand erreichen kann?

irgendeine Eingabe akzeptieren kann?



Es missen nicht immer TM sein:

Satz 5.71 (Matiyasevich 1970, Hilberts 10. Problem)

Es ist unentscheidbar, ob ein Polynom in n Variablen mit
ganzzahligen Koeffizienten eine ganzzahlige Nullstelle hat (€ Z™).

Beweis:

H < Hyg



Bemerkungen
@ Nicht alle unentscheidbaren Probleme sind gleich schwer

e ZB gilt: Das Aquivalenzproblem
Eq := {u#v | M, berechnet die gleiche Funktion wie M,}
ist schwerer als das Halteproblem:

H < Eq aber EqL H



5.10 Semi-Entscheidbarkeit

Definition 5.72
Eine Menge A (C N oder ¥*) heiBt semi-entscheidbar (s-e) gdw

' () 1 fallsze A
xTr) =
Xa L fallsz ¢ A

berechenbar ist.



Satz 5.73

Eine Menge A ist entscheidbar gdw sowohl A als auch A s-e sind.

Beweis:

,=": Wandle TM fiir x4 in TM fiir x/, und X/Z um:

X, ja
w X, |nein
~ Lloop
;‘\ _a loop
w X, |nein

ja

ja



Beweis (Forts.):

“

n
Wandle TM M, fiir x4 und TM My fiir X in TM fiir x4 um:

input(z);

for s:=0,1,2,... do
if Mi[x] hélt in s Schritten then output(1); halt fi ;
if Ma[z] halt in s Schritten then output(0); halt fi

Formulierung mit Parallelismus:

input(z);
fiihre M [x] und Ms[x] parallel aus;
halt M7, gib 1 aus, halt Ms, gib 0 aus.

Lemma 5.74
Ist A < B und ist B s-e, so ist auch A s-e.

Beweis: Ubung



Definition 5.75

Eine Menge A heiBt rekursiv aufzihlbar (recursively enumerable)
gdw A = () oder es eine berechenbare totale Funktion f: N — A
gibt, so dass

A={f(0),f(1), f(2),...}

Bemerkung:
e Es diirfen Elemente doppelt auftreten (f(i) = f(j) fur ¢ # j)
@ Die Reihenfolge ist beliebig.

Warnung: Rekursiv aufzahlbar # abzahlbar!
@ Rekursiv aufzahlbar = abzahlbar

@ Aber nicht umgekehrt:
jede Sprache ist abzahlbar aber nicht jede Sprache ist rekursiv

aufzéhlbar (s.u.)



Lemma 5.76
Eine Menge A ist rekursiv aufzdhlbar gdw sie semi-entscheidbar ist.

Beweis:
Der Fall A = () ist trivial. Sei A # 0.

.=": Sei A rekursiv aufzdhlbar mit f. Dann ist A semi-entscheidbar:

input(z);
for ::=0,1,2,... do
if f(i) = x then output(1); halt fi

<" 0.B.d.A. nehmen wir A C N an.

Sei A semi-entscheidbar durch (zB) GOTO-Programm P.
Problem: P[i] muss nicht halten und darf daher nur
»zeitbeschrankt" ausgefiihrt werden.

Gesucht: Paare (i, j) so dass P[i] nach j Schritten halt.



Beweis (Forts.):

Idee: Wir benutzen eine geeignete Bijektion ¢: N x N <> N.
Seien p1: N = Nund po: N — N mit

p1(c(ny,ng)) =mng und p2(c(ni,ma)) = neo

(Umkehrung von c).

Sei d € A beliebig.
Folgender Algorithmus berechnet eine Aufzihlung von A:

input(n);
if P[p1(n)] halt nach pa(n) Schritten then output(p;(n))
else output(d) fi

Korrektheit: Der Algorithmus halt immer und liefert immer ein
Element aus A.

Vollstandigktheit: Sei a € A C N.
Dann hilt P[a] nach einer endlichen Zahl k von Schritten. Dann
liefert die Eingabe n = ¢(a, k) die Ausgabe a. O



Folgende Aussagen sind dquivalent:

A ist semi-entscheidbar

A ist rekursiv aufzihlbar

X4 ist berechenbar

A= L(M) fur eine TM M

A ist Definitionsbereich einer berechenbaren Funktion

A ist Wertebereich einer berechenbaren Funktion



Satz 5.77
Die Menge K = {w | M,,[w]||} ist semi-entscheidbar.

Beweis:
Die Funktion x/ ist wie folgt Turing-berechenbar:

Bei Eingabe w simuliere die Ausfiihrung von M,,[w];
gib 1 aus. O

@ Hier haben wir benutzt, dass man einen Interpreter/Simulator
fiir Turingmaschinen als Turingmaschine programmieren kann.

@ Ein solcher Interpreter wird oft eine
Universelle Turingmaschine (U) genannt.

Korollar 5.78
K ist nicht semi-entscheidbar.

Semi-Entscheidbarkeit ist nicht abgeschlossen unter Komplement.



5.11 Die Satze von Rice und Shapiro

Die von der TM M, berechnete Funktion bezeichnen wir mit ¢,,.
Wir betrachten implizit nur einstellige Funktionen.

Satz 5.79 (Rice)

Sei F' eine Menge berechenbarer Funktionen.

Es gelte weder F = () noch F' = alle ber. Funkt. (,,F nicht trivial*“)
Dann ist unentscheidbar, ob die von einer gegebenen TM M,,
berechnete Funktion Element F ist, dh ob y,, € F.

Alle nicht-triviale semantische Eigenschaften von Programmen sind
unentscheidbar.

Beispiel 5.80
Es ist unentscheidbar, ob ein Programm

@ fiir mindestens eine Eingabe hilt.

(F = {pw | Fz. My[z]i})
o fiir alle Eingaben hilt. (F = {ow | V. My[z]l})
@ bei Eingabe 42 Ausgabe 42 produziert.



Warnung

Es ist entscheidbar, ob ein Programm
@ langer als 5 Zeilen ist.

@ eine Zuweisung an die Variable x17 enhilt.

Im Satz von Rice geht es um die von einem Programm
berechnete Funktion (Semantik),
nicht um den Programmtext (Syntax).



Beweis:
Wir zeigen Cp := {w € {0,1}* | ¢ € F'} ist unentscheidbar.

Fall 1: Q:=(z— 1) ¢ F.
Wahle h € F # () beliebig; sei u Kodierung einer TM mit ¢, = h.
Reduziere K auf Cr (K < Cp) mit f:{0,1}* — {0,1}* und
f(w) die Kodierung folgender TM:

Speichere die Eingabe = auf einem getrennten Band;

schreibe w#w auf die Eingabe und fiihre die universelle TM U aus;
fiihre M, auf x aus.

h  falls My [w]l

Es gilt  ©rw) = {Q und damit

sonst

wek & Myuwll & oy eF o fw)eCr

Mw[wHé@ w:hEF
(%) 1 f(w)
P f(w) € F:>S0f(w) :hiMw[w]i



Beweis (Forts.):

Fall 2: Q € F.
Wahle berechenbares h ¢ F'.
Zeige analog, dass K < Cp.



Satz 5.81 (Rice-Shapiro)

Sei F' eine Menge berechenbarer Funktionen.

Ist Cr := {w | v € F'} semi-entscheidbar,

so gilt fiir alle berechenbaren f:

f € F < es gibt eine endliche Teilfunktion g C f mit g € F.

Beweis:

»=" mit Widerspruch.

Sei f € F, so dass fiir alle endlichen g C f gilt g ¢ F.
Wir zeigen K < Cr womit Cr nicht semi-entscheidbar ist.
Widerspruch



Beweis (Forts.):
Reduktion K < Cr mit h: {0,1}* — {0,1}*:
h(w) ist die Kodierung folgender TM:

Bei Eingabe ¢ simuliere ¢ Schritte von M, [w].

Halt diese Berechnung in <t Schritten, gehe in eine endlos Schleife,

sonst berechne f(t).

Wir zeigen

weK < h(w) € Cp

oweK — —Mywll = ¢pu) =feF = h(w) € Cp
e Falls w ¢ K dann hilt M,[w) nach eine Zahl ¢ von Schritten.
Damit gilt: ¢,y ist f eingeschrankt auf {0,...,¢ —1}.
Nach Annahme folgt ¢y (y ¢ F, dh h(w) ¢ CF.



Beweis (Forts.):

»<=" mit Widerspruch.
Sei f berechenbar, sei g C f endlich mit g € F', aber sei f ¢ F.
Wir zeigen K < Cr womit Cr nicht semi-entscheidbar ist. 4
Reduktion K < Cp mit h: {0,1}* — {0, 1}*:
h(w) ist die Kodierung folgender TM:

Bei Eingabe t, teste ob ¢ im endlichen Def. ber. von g ist.

Wenn ja, berechne f(t),
sonst simuliere M,,[w] und berechne dann f(¢).

Wir zeigen

weK < h(w) € Cp

OU)GF:>—|M [w]¢:><ph():g€F:>h( )ECF
ow¢ K = Mylwll = ¢pw)=f¢F = h(w) ¢Cr
O



Rice-Shapiro (in Kurzform): Cp :={w | ¢y, € F} se =
f € F < es gibt endliche Funkt. ¢ C f mit g € F.
Ein Programm heiBt terminierend gdw es fiir alle Eingaben hilt.
Korollar 5.82
o Die Menge der terminierenden Programme ist nicht
semi-entscheidbar.

e Die Menge der nicht-terminierenden Programme ist nicht
semi-entscheidbar.

Beweis:

@ I := Menge aller berechenbaren totalen Funktionen.
Sei f € F. Jede endliche g C f ist echt partiell, dh g ¢ F.
Also kann Cg nicht semi-entscheidbar sein.

@ I := Menge aller berechenbaren nicht-totalen Funktionen.
Sei f total und berechenbar. Damit f ¢ F.
Aber jede endliche ¢ C f ist in F.
Also kann Cg nicht semi-entscheidbar sein. [



Grenzen automatischer Terminationsanalyse von Programmen

e Termination ist unentscheidbar (Rice):
Klare Ja/Nein Antwort unmaglich.

@ Termination ist nicht semi-entscheidbar (Rice-Shapiro):
Es gibt kein Zertifizierungs-Programm,
das alle terminierenden Programme erkennt.

@ Nicht-Termination ist nicht semi-entscheidbar (Rice-Shapiro):
Es gibt keinen perfekten Bug Finder,
der alle nicht-terminierenden Programme erkennt.

Aber es gibt machtige heuristische Verfahren, die fiir
relativ viele Programme aus der Praxis (Geratetreiber)

@ Termination beweisen kdnnen, oder

o Gegenbeispiele finden konnen.



5.12 Das Postsche Korrespondenzproblem

Gegeben beliebig viele Kopien der 3, Spielkarten”

o] 1 [0
o i o

gibt es dann eine Folge dieser Karten

so dass oben und unten das gleiche Wort steht?

007 1907 0|
0] 1100 01

Kurz: 1,2,1,3.



Definition 5.83 (Postsche Korrespondenzproblem, Post’s
Correspondence Problem, PCP)

Gegeben: Eine endliche Folge (z1,41), ..., (xk, yx), wobei
Ti,Yi € >+,
Problem: Gibt es eine Folge von Indizes i1,...,i, € {1,...,k},
n>0 mitay,...x, =Y, .- Yi, !
Dann nennen wir iy, ... ,1%, eine Losung
der Instanz (z1,91), ..., (g, yr) des PCP Problems.

Beispiel 5.84
e Hat (1,111), (10111,10), (10,0) eine Losung?
e Hat (b, ca), (a,ab),(ca,a),(abe,c) eine Lésung?
e Hat (101,01), (101,010), (010,10) eine Losung?
e Hat (10,101), (011,11), (101,011) eine Losung?
e Hat (1000, 10), (1,0011), (0,111), (11,0) eine Losung?



[d Emil Post.

A Variant of a Recursively Unsolvable Problem.
Bulletin American Mathematical Society, 1946.

Emil Leon Post, 1897 (Polen) — 1954 (NY).




Lemma 5.85
Das PCP ist semi-entscheidbar.

Beweis:
Zihle die moglichen Losungen der Lange nach auf, und probiere
jeweils, ob es eine wirkliche Losung ist. O

Wir zeigen nun:
H<MPCP< PCP

wobei

Definition 5.86 (Modifiziertes PCP, MPCP)
Gegeben: wie beim PCP

Problem: Gibt es eine Losung 1, ...,%, miti; = 17



Satz 5.87
MPCP < PCP

Beweis:
Firw=a1...a,:

= Frar#azdt ... FHan#
: ar#as# ... #anft
= HarH#a# .. H#ap

- PANESNEEN

F(@,51)s s (@ wk) = (@0 00), (@100, -+ (Th, 0k), (8, #8))

gl er g
I



Satz 5.88

H < MPCP

Beweis:

o (#,#qou#)
o (a,a) fir alle a € T U {#}
e (qa,q'd) falls 6(q,a) = (¢/,d’, N)
(ga,d'q") falls 6(q,a) = (¢/,d/, R)
(bqa,q'ba’) falls 6(q,a) = (¢’,d’, L), fir allebe T
o (#,0#), (# #0)
e (aq,q), (qa,q) furalleg € FiaeT
°

(q##,#) firalle g € F



Aus H < PCP folgt direkt

Korollar 5.89
Das PCP ist unentscheidbar.

Korollar 5.90
Das PCP ist auch fiir ¥ = {0,1} unentscheidbar

Beweis:
Wir nennen dies das 01-PCP und zeigen PCP < 01-PCP.

Sei ¥ = {ai,...,ay} das Alphabet des gegebenen PCPs.

: . a; = 01
Abbildung auf ein 01-PCP: —~ ~
aj1 ...ajn = ajl ...(Ijn
Dann hat (z1,41),- .., (zk, yx) eine Lésung gdw
(z1,91),---,(Tk, yk) eine Lésung hat.
,=" klar, ,,<" folgt da *: ¥* — {0,1}* injektive ist:

Ly - T _yu' ym =
/\
Tiy o Tiy = Yir - Yin = Tiy o Tiy = Yiy iy



Bemerkungen
@ Das PCP ist entscheidbar falls || =1
@ Das PCP ist entscheidbar falls k < 2.
@ Das PCP ist unentscheidbar falls £ > 5.
e Fiir £ = 3,4 ist noch offen, ob das PCP unentscheidbar ist.



5.13 Unentscheidbare CFG-Probleme

@ Fiir DFAs ist fast alles entscheidbar:
L(A) =0, L(A) =L(B), ...

@ Fiir TMs ist fast nichts entscheidbar:

e Fiir CFGs ist manches entscheidbar (L(G) = 0, w € L(G)),
und manches unentscheidbar.



Satz 5.91

Fiir CFGs Gy, G sind folgende Probleme unentscheidbar:
Py
Py:
Ps:
Py
Ps:

Ist L(G1) N L(Gs) = 07

Ist |L(G1) N L(G2)| = o0 ?

Ist L(G1) N L(G2) kontextfrei?
Ist L(G1) C L(Ga)?

Ist L(G1) = L(Ga)?



Beweis:
Py st L(G1) N L(Gg) =(?

Reduktion von PCP auf
P = {(Gl € CFG,Gy € CFG) ‘ L(Gl) ﬂL(Gg) =+ @}

Beweisidee: Instanz von PCP wird abgebildet auf (G1,G2) die
jeweils die Worter folgender Gestalt erzeugen:
Indexseqt Oben; Unten Indexseqy
Indexseq®  Wort  Wort”®  Indexseq
Der Schnitt L(G1) N (G2) enthédlt somit alle Worter der Gestalt
Indexsequ Oben; Unten§ Indexseqs
mit Indexseq; = Indexseqs und Oben; = Untens.

Diese Worter sind die Lésungen der Instanz des PCPs.



Beweis (Forts.):

PCP Instanz K = (x1,91), ..., (zk, yx) (iber {0,1})
wird abgebildet auf (G, G2) mit:

L(Gy) =
{ai, --apwi -xi, $ Yl ylag ag, i, gm € (1K)}
L(G2) =
{ain"'ailbl bm$bm by Agq * - - Agy, ‘il,...,in G[lk]}
Gy : S = a@Say |- |apSar | T
T — 070|171 |$
Gh: S — AS$B
A — CL1A1’1 ‘ s ‘ akAa:k
A — aixy || ey
B — yf{Bal | -] y}?Bak
B — yftar || yfax



Beweis (Forts.):

L(Gy) ={ aj, - -ayxi,
L(G2) ={a;, ---aj by -

—
L(G1) N L(G2) # 0

=
=
=

R R
“x, $yjmg~yjlaj1 ceag |}

bm$bm bl Qi - * Q4 ’}

) 1 — (R R\R
Fit, oo yin. Tiy Ty = (Y5 - Yir)
Elil,...,in. Lijy oo Lijyy = Yiq -+ - Yiy,

PCP Instanz K hat eine Lésung



Beweis (Forts.):
Py: Ist |L(G1) N L(Ga)| = 00 ?

Eine PCP Instanz hat (mind.) eine Losung gdw es oo viele hat.
=—> Reduktion PCP < P, zeigt auch PCP < P,

Py Ist L(G1) N L(G2) kontextfrei?
Fir G1 und G4 aus P;: Mit Pumping Lemma beweisbar:

L(G1) N L(G2) # 0 = L(G1) N L(Gs) ist nicht CFL

Da (0 eine CFL ist, gilt sogar:
L(Gl) N L(GQ) #* 0= L(Gl) N L(GQ) ist CFL

Damit sind beide Probleme gleich unentscheidbar.



Beweis (Forts.):

P4/P5Z Ist L(Gl) g/: L(Gg) ?

L(G1) und L(G3) aus P; sind DCFL

= man kann CFG G, G5 berechnen mit L(G,) = L(G;)
Gy :=,G1 U G/ZH

Reduktionen: K — (G1,G%)/(G3,GY) zeigen PCP < Py/Ps:

K hat keine Lésung

& L(G1)NL(Gy) =10
L(G1) C L(Gy)
L(G1) U L(Gy) = L(Gy)
L(Gs) = L(GY)



Da L(Gy) und L(G3) aus dem Beweis zu P; DCFL sind, gilt sogar:

Korollar 5.92
Die Probleme P; bis P in Satz 5.91 sind bereits fiir DCFL
unentscheidbar.

Theorem 5.93 (Sénizergues 1997)
Fiir zwei DPDA My und My ist L(M;) = L(Ms) entscheidbar.



Satz 5.94
Fiir eine CFG G sind folgende Probleme unentscheidbar:

©Q /st G mehrdeutig?
Q Ist L(G) regular?
@ Ist L(G) deterministisch (DCFL)?

Beweis:
1. Reduktion von PCP Instanz auf G5 :=,G1 U Gy":

Instanz I6sbar < L(G1) N L(G2) # 0 < L(GS3) ist mehrdeutig.
»=": Syntaxbdume von G; und G5 disjunkt
,—=>7"1 L(G1), L(G2) sind DCFL und damit nicht mehrdeutig
2/3. Reduktion von PCP Instanz auf G4 := ,G1 U Go".
Instanz unlésbar = L(G1) N L(G3) =0

= L(G4) = ¥* = L(G4) reg/det.
Instanz I6sbar = L(G1) N L(G2) nicht CFL

= L(G4) nicht reg/det = L(G4) nicht reg/det.




Satz 5.95
Fiir eine CFG G und einen RE « ist L(G) = L(«) unentscheidbar.

Beweis:
Im Beweis des vorherigen Satzes hatten wir eine Reduktion
PCP — G4 mit

PCP unlésbar & L(G4) = X

Sei ¥ = {ai,...,an}.
Dann reduziert PCP — (Gy, (a1]...|an)*)
das PCP auf das Problem L(G) = L(«), O



6. Komplexititstheorie

@ Was ist mit beschriankten Mitteln (Zeit&Platz) berechenbar?

@ Wieviel Zeit&Platz braucht man,
um ein bestimmtes Problem/Sprache zu entscheiden?

o Komplexitadt eines Problems, nicht eines Algorithmus!



Polynomielle und exponentielle Komplexitat

Taktfrequenz: 1GHz

ProblemgroBe n
Zeit | 10 20 30 40 50 60
n Olms .02 ms .03 ms .04ms .05 ms .06 ms
n? |1 ms 4 ms .9 ms 16ms 25 ms 3.6 ms
n° | 100ms 0.003s 0.02s 0.1s 03 s 0.7 s
2™ |1 ms 0.001s 1 s 18m 13 T 36 J
3" |59 ms 3 s 2 T  385J 2.107J 10™2J
ms=Millisek., s=Sek., m=Minute, T=Tag, J=Jahr
ProblemgroBe I0sbar in fester Zeit: Speedup

Komplexitat n n? n® 2m 3"
1 MHz Prozessor N]_ N2 N3 N4 N5
1 GHz Prozessor | 1000 N7 | 32 Ny | 4 N3 | Ny + 10 | N5 +6




Zentrale Frage: Fiir welche Probleme gibt es/gibt es keine
polynomielle Algorithmen?
Komplexitatsklasse P:

P = die von DTM in polynomieller Zeit l6sbaren Probleme
= die, leichten” Probleme (feasible problems)

@ A € P wird durch Angabe eines Algorithmus bewiesen
Bsp: CYK beweist

{(G,w) | G € CFG,w € L(G)} € P

e A ¢ P zu zeigen ist viel schwieriger!
Fir sehr viele Probleme ist es nicht bekannt,
ob sie zu P gehoren oder nicht.



Viele der wichtigsten Problem der Informatik sind der Gestalt:

Gegeben X, gibt es Y mit R(X,Y) ?

@ SAT: X = Boole'sche Formel, Y = Belegung der Variablen
von X, R(X,Y) :=,Y erfillt X".

e HAMILTONKREIS: X = Graph, Y = Kreis von X,
R(X,Y) :=,Y besucht alle Knoten von X genau einmal”.

e EULERKREIS: X = Graph, Y = Kreis von X, R(X,Y) :=
.Y besucht alle Kanten von X genau einmal®.
Die Y sind ,, Lésungskandidaten®. In allen diesen Problemen:
@ Priifen, ob ein Kandidat tatsichlich eine Losung ist, ist in P.
@ Es gibt jedoch exponentiell viele Kandidaten.

@ Deshalb hat ein naiver Suchalgorithmus, der alle Kandidaten
aufzahlt und priift, exponentielle Laufzeit.



Fiir kein solches Problem ist bewiesen worden, dass es nicht in P
liegt.

Die Frage, ob alle solche Probleme in P liegen, ist die wichtigste
offene Frage der Informatik.

Aquivalente Formulierung

Diese Probleme kénnen nichtdeterministisch in polynomieller Zeit
gelost werden: Wahle einen Kandidaten und priife, ob er eine
Losung ist.

Komplexitatsklasse NP:

NP = die von NTM in polynomieller Zeit l6sbaren Probleme

Zentrale Frage:

P=NP?



Uberblick:
@ Die Komplexitatsklassen P und NP
@ NP-Vollstandigkeit
© SAT: Ein NP-vollstandiges Problem
Q@ Weitere NP-vollstindige Probleme



6.1 Die Komplexitatsklasse P
Berechnungsmodell:
DTM = deterministische Mehrband-TM

Definition 6.1
timeps(w) = Anzahl der Schritte bis die DTM M{w] hilt
€ NU {o0}
Sei f: N — N eine totale Funktion.
Klasse der in Zeit f(n) entscheidbaren Sprachen:

TIME(f(n)) = {ACS* | 3IDTM M. A= L(M) A
Vw € ¥*. timep (w) < f(Jw])}

Merke:
@ n ist implizit die Lange der Eingabe
e Die DTM entscheidet die Sprache A in < f(n) Schritten



Wir betrachten nur Polynome mit Koeffizienten ag,

p(n) =an® + -+ ain+ag
Definition 6.2

P:= |J TIME(p(n))

p Polynom

Damit gilt auch
P = | TIME(O(n"))
k>0
wobei
TIME(O(f)) == | TIME(g)
9€0(f)

...ap € N:



Beispiel 6.3

o {ww! | we ¥*} € TIME(O(n?)) CP

o {(G,w)|Gist CFGAw € L(G)} €P

o {(G,w) | G ist Graph A w ist Pfad in G} € P

o {bin(p) | p Primzahl} € P

o {(G,w) | G ist Graph A w ist Eulerkreis in G} € P

Beweis durch Angabe eines Algorithmus mit Komplexitit O(n*)
fir ein k > 1.

Bemerkungen
e O(nlogn) C O(n?)
o n'°gn 2n ¢ O(n*) fiir alle k
Analog zu Sprachen nennen wir eine Funktion f : N — N in

polynomieller Zeit berechenbar, gdw es eine DTM M gibt, die f
berechnet und timeys(w) < p(|w|) fiir ein Polynom p.



e Warum P und nicht (zB) O(n!'")?
Um robust bzgl Maschinenmodell zu sein:
1-Band DTM braucht O(#?) Schritte
um t Schritte einer k-Band DTM zu simulieren.
Fast alle bekannten ,,verniinftigen” Maschinenmodelle lassen
sich von einer DTM in polynomieller Zeit simulieren.

Offen: Quantencomputer

e Warum TM?
Historisch. Ebenfalls moglich: (zB) WHILE.
Aber zwei mogliche Kostenmodelle:
Uniform x; := x; + n kostet 1 Zeiteinheit.
Logarithmisch x; := x; + n kostet logz; Zeiteinheiten.



6.2 Die Komplexitdtsklasse NP
Berechnungsmodell:
NTM = nichtdeterministische Mehrband-TM

@ NP ist die Klasse der Sprachen, die von einer NTM in
polynomieller Zeit akzeptiert werden.
@ Dh: Eine Sprache A liegt in NP gdw
es ein Polynom p(n) und eine NTM M gibt, so dass
Q@ L(M)=Aund
@ fiir alle w € A kann M[w] in < p(Jw|) Schritten
akzeptieren, dh einen Endzustand erreichen.



Definition 6.4
minimale Anzahl der Schritte falls w € L(M)

ntimeys (w) := ¢ bis NTM M[w] akzeptiert
0 falls w ¢ L(M)

Sei f : N — N eine totale Funktion.

NTIME(f(n)) = {ACY* | INTM M. A=L(M) A
Yw € ¥*. ntimep(w) < f(lw])}
NP = | J NTIME(p(n))
p Polynom
Bemerkungen:
e PC NP

@ Seit etwa 1970 ist offen ob P = NP.



Bemerkungen zur Definition von NP:

Akzeptierende NTM M
@ braucht fiir w ¢ L(M) nicht zu halten.

@ kann fiir w € L(M) auch beliebig lange Berechnunsgfolgen
haben.

Aquivalente Definition NP’ von NP:
Die NTM M [w] muss nach maximal p(Jw|) Schritten halten.

NP’ C NP: Klar.
NP C NP’: Falls A € NP mit Polynom p und NTM M,
so kann man NTM M’ konstruieren mit L(M') = A,
so dass M'[w] immer innerhalb von polynomieller Zeit hilt.
© Eingabe w
@ Schreibe p(Jw|) auf ein getrenntes Band (, timer")
© Simuliere M[w], aber dekrementiere timer nach jedem Schritt.

@ Wird timer=0, ohne dass M gehalten hat, halte in einem
nicht-Endzustand (,,timeout")



Beispiel 6.5

o Ein Euler-Kreis ist ein geschlossener Pfad in einem
(ungerichteten) Graphen, der jede Kante genau einmal
enthalt.

@ Satz: Ein Graph hat einen Euler-Kreis gdw er
zusammenhadngend ist, und jeder Knoten geraden Grad hat.

o Beide Eigenschaften sind in polynomieller Zeit von einer DTM
tiberpriifbar.

e —> {G | G hat Euler-Kreis} € P



Beispiel 6.6

@ Ein Hamilton-Kreis ist ein geschlossener Pfad in einem
(ungerichteten) Graphen, der jeden Knoten genau einmal
enthalt.

e HAMILTON := {G | G hat Hamilton-Kreis} € NP
mit folgendem Algorithmus der Art , Rate und priife":

© Rate eine Permutation der Knoten des Graphen.

@ Priife, ob diese Permutation ein Hamilton-Kreis ist.
Das Raten ist in polynomieller Zeit von einer NTM machbar.
Das Priifen ist in polynomieller Zeit von einer DTM machbar.

Vermutung: HAMILTON ¢ P, da man keinen substanziell besseren
Algorithmus kennt, als alle Permutationen auszuprobieren.



Erinnerung: Viele Probleme sind von der Art dass
@ schwer ist, zu entscheiden, ob sie |6sbar sind,

@ leicht ist, zu entscheiden, ob ein Losungsvorschlag eine
Losung ist.

Formalisierung:

Definition 6.7

Sei M eine DTM mit L(M) C {w#c | w € ¥*,c € A*}.
e Falls w#c € L(M), so heiBt ¢ Zertifikat fir w.

@ M ist ein polynomiell beschrankter Verifikator fiir die Sprache
{w e ¥*| e € A*. w#c e L(M)}
falls es ein Polynom p gibt, so dass timey;(w+#c) < p(|w]).

NB:

In Zeit p(n) kann M maximal die ersten p(n) Zeichen von c lesen.
Daher geniigt fiir w ein Zertifikat der Lange < p(|w]).

Beispiel 6.8 (HAMILTON)

Zertifikat: Knotenpermutation. In polynomieller Zeit verifizierbar.



Satz 6.9

A € NP gdw es einen polynomiell beschrinkten Verifikator fiir A
gibt.

Beweis:
a0
Sei A € NP. Dh es gibt NTM N, die A in Zeit p(n) akzeptiert.
Ein Zertifikat fiir w € A ist die Folge der benutzten Transitionen
d(q,a) > (¢',d’, d) einer akzeptierenden Berechnunsgfolge von
Nlw] mit < p(n) Schritten.
Ein polynomiell beschrankter Verfikator fiir L(N):

© Eingabe w#c

@ Simuliere N[w]|, gesteuert durch die Transitionen in c.

© Uberpriife dabei, ob die Transition in ¢ jeweils zu N und zur

augenblicklichen Konfiguration von N passt.

Q Akzeptiere, falls ¢ in einen Endzustand fiihrt.



Beweis (Forts.):

ne—
Sei M ein polynomiell (durch p) beschrankter Verifikator fiir A.
Wir bauen eine polynomiell beschrankte NTM N mit L(N) = A:

© Eingabe w.

@ Schreibe hinter w zuerst # und dann ein nichtdeterministisch
gewahltes Wort ¢ € A*, |¢| = p(|w]):
for i:=1,...,p(lw|) do
schreibe ein Zeichen aus A und gehe nach rechts
© Fiihre M aus (mit Eingabe w#c).

Nach Annahme gilt timey(w#c) < p(Jw)).

“

Damit braucht N[w] O(p(|w|)) Schritte. O



Fazit:

P sind die Sprachen, bei denen w € L schnell entschieden
werden kann.

NP sind die Sprachen, bei denen ein Zertifkat fiir w € L schnell
verifiziert /liberpriift werden kann.

Intuition:
Es ist leichter, eine Losung zu verifizieren als zu finden.

Aber:
Noch wurde von keiner Sprache bewiesen, dass sie in NP\P liegt.



6.3 NP-Vollstindigkeit

© Polynomielle Reduzierbarkeit <,
@ NP-vollstindige Probleme = harteste Probleme in NP,
alle anderen Probleme in NP darauf polynomiell reduzierbar

© Satz: SAT ist NP-vollstindig



Definition 6.10

Sei A C ¥* und B CT™*.

Dann heiBt A polynomiell reduzierbar auf B, A <, B,

gdw es eine totale und von einer DTM in polynomieller Zeit
berechenbare Funktion f : 3* — I'* gibt, so dass fiir alle w € ¥*

weEA<— f(w)eB

Lemma 6.11
Die Relation <,, ist transitiv.

Da p2(p1(n)) ein Polynom ist falls p; und py Polynome sind.



Beispiel 6.12
HAMILTONKREIS
Gegeben: Ungerichteter Graph G

Problem: Enthdlt G einen Hamilton-Kreis, dh einen geschlossenen
Pfad, der jeden Knoten genau einmal enthalt?

TRAVELLING SALESMAN (TSP)

Gegeben: Eine n x n Matrix M;; € N von ,,Entfernungen
und eine Zahl kK € N

Problem: Gibt es eine ,,Rundreise” (Hamilton-Kreis) der Lange
< k?

HAMILTON <, TSP

({1,...,n},E) — (M,n)

wobei

1 falls{i,5} € FE
My = { {i,5}
2 sonst



Lemma 6.13
Die Klassen P und NP sind unter polynomieller Reduzierbarkeit
nach unten abgeschlossen:

A<,BeP/NP = Ac P/NP
Beweis:

e Sei A <, B mittels f, die von DTM My berechnet wird.
Polynom p beschrankt Rechenzeit von M.

@ Sei B € P mittels DTM M.
Polynom ¢ beschrankt Rechenzeit von M.

Damit ist M¢; M polynomiell zeitbeschrankt in |wl:

o My[w] macht < p(|w|) Schritte.

e Ausgabe f(w) von My hat Lange < |w| + p(Jw]).

e M macht < g(|f(w)]) < q(Jw|+p(Jw|)) Schritte (¢ monoton)

Daher macht (My; M)[w] maximal p(|wl]) + ¢(|w| + p(Jw]))
Schritte, ein Polynom in |w].

Analog: A <, BE NP = A NP O



Ein Problem ist NP-schwer,
wenn es mindestens so schwer wie alles in NP ist:

Definition 6.14
Eine Sprache L heiBt NP-schwer gdw A <,, L fiir alle A € NP.

Definition 6.15
Eine Sprache L heiBt NP-vollstindig gdw
L NP-schwer ist und L € NP.

NP-vollstandige Probleme sind die schwierigsten Probleme in NP:
alle Probleme in NP sind polynomiell auf sie reduzierbar.



NP-schwer

NP-vollstandig

NP



Wie man P;NP |6sen kann:

Lemma 6.16
Es gilt P=NP gdw ein NP-vollstindiges Problem in P liegt.

Beweis:

=" Falls P=NP, so liegt jedes NP-vollstandige Problem in P.

.<": Sei L ein NP-vollstandiges Problem in P. Dann gilt P O NP:
Ist A € NP, so gilt A <, L (da L NP-schwer) und nach
Lemma 6.13 A€ P (da L € P). O

Starke Vermutung:
o P#£NP
@ dh kein NP-vollstindiges Problem ist in P.

Aber gibt es iiberhaupt NP-vollstandige Probleme?



Aussagenlogik
Syntax der Aussagenlogik:

Variablen: X — xz|y|z]|...
Formeln: FF — X |-F|(FAF)|(FVF)|X

Bsp: ((mxz Ay) V (z A —2))

Man darf einige Klammern weglassen:
o AuBerste Klammern: (2 V ) A z statt ((z V y) A 2)

@ Assoziativitat: (z VyV z) A -z statt ((z Vy)Vz) A .

Abkiirzungen:
Fy — F, = —F1V Fy

n
AF = Fin-AF,
i=1



Semantik der Aussagenlogik:
e Eine Belegung ist eine Funktion von Variablen auf {0,1}.
Bsp:o={z—0,y—1,2—0,...}
@ Belegungen werden mittels Wahrheitstabellen auf Formeln
erweitert. Bsp: o((mz Ay) V (z A —z2)) =1
@ Eine Formel F ist erfiillbar gdw es eine Belegung o gibt mit
o(F)=1.



SAT
Gegeben: Eine aussagenlogische Formel F.
Problem: Ist F erfiillbar?

Lemma 6.17
SAT € NP

Beweis:

Belegungen sind Zertifikate, die in polynomieller Zeit gepriift
werden konnen:

Es gibt eine DTM, die bei Eingabe einer Formel F' und einer
Belegung o fiir die Variablen in F, in polynomieller Zeit o(F')
berechnet.



Satz 6.18 (Cook 1971)
SAT ist NP-vollstindig.

Beweis:
Da SAT € NP, bleibt noch zu zeigen, SAT ist NP-schwer.
Sei A € NP. Wir zeigen A <, SAT.

Da A € NP gibt es NTM M mit A = L(M) und
Polynom p mit ntimey; (w) < p(|w]).

Reduktion bildet w = z1...x, € ¥* auf eine Formel F' ab.

@ In polynomieller Zeit.
e Sodassw e L(M) < F e SAT.



Beweis (Forts.):
Die Variablen von F' beschreiben das mégliche Verhalten von M [w]:

Intendierte Bedeutung

zusty, | t=0,...,p(n) zusti g =1 &
qeQ Zustand nach t Schritten ist ¢
pos; ; t=0,...,p(n) pos,; =1 <
i =—p(n),...p(n) | Kopfposition nach ¢ Schritten ist i
t=0,...,p(n) bandi;, =1 &
band;;, | i = —p(n),...,p(n) | Bandinhalt nach ¢ Schritten
ael auf Bandposition ¢ ist Zeichen a

Jede Berechnunge von M |w] ist als Variablenbelegung kodierbar,

aber nicht umgekehrt.

Wir konstruieren F' mit

Akzeptierende Berechnung von M[w] < Erfiillende Belegung von F'



Beweis (Forts.):
Sei @ ={q,...,qc} und ' = {aq,...,a;}.

F = RNANTTNTOANE

Hilfsformel , Genau ein Argument ist 1":

r r—1 r
G(viy...,0p) := (\/ v;) /\ /\ (v A vj)

=1 =1 j=i+1

R < Zu jeder Zeit: Ein Zustand, eine Position, ein Zeichen pro Feld

p(n)
R = /\ (G(zusti g, . . ., zustyg,) N G(POS, _p(nys -+ - s POSt p(n)) A
t=0
p(n)

/\ G(bandy; q,, ..., band;; q,)]
i=—p(n)



Beweis (Forts.):

A < Berechnung startet aus der Anfangskonfiguration mit w

n
A = zustyq A posy; A /\ bandy j ., N
j=1
0 p(n)
/\ bando’j’[] VAN /\ band07j,g
j=—p(n) j=n+l



Beweis (Forts.):

Ty N'Ty < Berechnung respektiert § von M

T = /\ [(zusty g A pos; ; N\ bandy ;,q)
tzqvi’a
— \/ (zustir1,q0 A POS; 11 iyy A bandiiy )]
(¢',a",y)€6(g,a)
T = /\ [(ﬁpost’i A\ bandt7i,a) — bandt-ﬁ-l,i,a}
tyi,a

E =~ Berechnung erreicht einen Endzustand

E = \/ \/zustt,q

t qeF



Beweis (Forts.):

Nun einfach zu sehen:

Akzeptierende Berechnung von M[w] < Erfiillende Belegung von F'

GroBe von F' polynomiell in n:

Mit Q| =k, [T| =1, |w| =n:

|G(ve,...,v)]: O(r?)

|R|: O(p(n) - (> +(2-p
|Al: O(p(n))

[Ty ATy O(p(n)? - k* - 17)
|E]: O(p(n) - k)

= |[F| € O(p(n)°)



Von der Lésbarkeit zur Losung

Die Berechnung einer erfiillenden Belegung kann auf SAT
“reduziert” werden

Sei F' eine Formel mit den Variablen x1, ..., x:

if 7 ¢ SAT then output(“nicht I6sbar”)
else
for i :=1to k do
if F[z;:=0] € SAT then b:=0else b:=1
output(z; “=" b)
F := Flz; =]

wobei  Flx:=b] = F mit x ersetzt durch b.

Entscheidung von SAT in Zeit O(f(n))
= Berechnung einer erf. Bel. in Zeit O(n - (f(n) +n))
(falls es eine gibt.)

f(n) polynomiell = n - (f(n)+ n) polynomiell
f(n) exponentiell = n - (f(n) + n) exponentiell



Bemerkungen:
@ Die Reduktion der Ldsungsberechnung auf SAT ist eine rein
theoretische Konstruktion.
@ Sie zeigt, dass man sich auf SAT beschranken kann, wenn
man nur an polynomiell /exponentiell interessiert ist.

@ Alle bekannten Entscheidungsverfahren fiir SAT berechnen
auch eine Losung.



Tutoren gesucht!

Diskrete Strukturen (Brandt)
Funktionale Programmierung/Info 2 (Nipkow)
Theo im SS20 (Nipkow)

@ Sie hatten SpaB an DS/FP/Theo,
@ hatten keine Probleme mit der Klausur,

@ hiatten Lust als Tutor zu arbeiten?

Begeben Sie Sich direkt zu

http://www.in.tum.de/fuer-studierende/
tutorbetrieb-der-fakultaet-fuer-informatik/

Zur Funktionalen Programmierung:
@ Haskell (aber OCaml Hacker willkommen!)

@ Automatische Bepunktung der Hausaufgaben!


http://www.in.tum.de/fuer-studierende/tutorbetrieb-der-fakultaet-fuer-informatik/
http://www.in.tum.de/fuer-studierende/tutorbetrieb-der-fakultaet-fuer-informatik/

Von NP-schwer zu ,,NP-leicht*
@ Bis vor ca. 20 Jahren:
NP-vollstindig = Todesurteil

@ In den letzten 15 Jahren:
Spektakuldre Fortschritte bei Implementierung von
SAT-Losern (SAT-solver):  http://satcompetition.org
Stand der Kunst: Erfiillbar: bis 10° Variablen
Unerfiillbar: bis 10% Variablen
o Jetzt:

NP-vollstindig = Hoffnung durch SAT
e Paradigma:

SAT (Logik!) als universelle Sprache
zur Kodierung kombinatorischer Probleme

Reduktion auf SAT manchmal schneller als problemspezifische
Loser! Und fast immer einfacher.


http://satcompetition.org

Beispiel: Reduktion von 3-Farbbarkeit (3COL) auf SAT.

3COL
Gegeben: Ein ungerichteter Graph

Problem: Gibt es eine Farbung der Knoten, so dass keine
benachbarten Knoten gleich gefarbt sind?

Lineare Reduktion von Graph (V, E) auf SAT Instanz:
e Variablen = V' x {1,2,3}. Notatation: x,;

@ Interpretation: x,; = 1 gdw Knoten v hat Farbe ¢

Formel:
/\ G(xvla Ty2, 1'7)3) A /\ _‘(qu NTy1 V T2 NTy2 V Ty3 /\xv3)

veV (u,v)eE

Bemerkungen
e Zeigt 3COL <, SAT und damit 3COL € NP.
@ Zeigt nicht, dass 3COL NP-vollstindig ist.



Eine Anwendung von k-Farbbarkeit: Registerverteilung

Kann man in einem Programmstiick n Variablen so auf
k Register verteilen, dass jede Variable so lange in einem
Register bleibt, wie sie lebendig ist?

Variable ist an einem Punkt lebendig
gdw sie spater noch gelesen wird, ohne vorher iiberschrieben
worden zu sein.

Reduktion auf k-Farbbarkeit:

Variable = Knoten
u und v verbunden = w # v und es gibt einen Programmpunkt,
an dem u und v lebendig sind
Farbe = Register
k-Farbung = Zuordnung eines Registers zu jeder Variablen

Sowohl k-Farbbarkeit als auch Registerverteilung ist fiir k£ > 3
NP-vollstandig.

Mehr Information: Vorlesung Programmoptimierung



Industrielle Anwendungen von SAT
1. Aquivalenztest von Schaltkreisen.

NICHTAQUIVALENZ

Gegeben: Zwei aussagenlogische Formeln I, F5.
Problem: Gibt es eine Variablenbelegung o mit o(F}) # o(F3)?



Lemma"6.19 )
NICHTAQUIVALENZ <,, SAT und SAT <, NICHTAQUIVALENZ.

Beweis:__
NICHTAQUIVALENZ <, SAT:

f(F1, F>) = (F1 A—Fp) V (=F1 A Fy)
SAT <, NICHTAQUIVALENZ:

f(F)=(F,x A—x)



2. Bounded Model Checking

Hardware Entscheide, ob eine Schaltung mit Zustand fiir alle
Eingaben innerhalb von 10 Zyklen ein bestimmtes
Verhalten (nicht) hat.

Software Entscheide, ob ein Programm fiir alle Eingaben innerhalb
von 10 Schritten ein bestimmtes Verhalten (nicht) hat.
Variablen miissen auf sehr kleine Wertebereiche
eingeschrankt werden!



6.4 Weitere NP-volistandige Probleme

Wie zeigt man, dass ein (weiteres) Problem B NP-vollstindig ist?
@ Zeige B € NP (meist trivial)
e Zeige A <, B fiir ein NP-vollstandiges Problem A.

Lemma 6.20

Ist A NP-vollstindig, so ist B € NP ebenfalls NP-vollstindig,
falls A <, B.

Beweis:
Folgt direkt aus der Transitivitat von <:

B ist NP-schwer, denn fiir C' € NP gilt C <, A <, B. O



Warum will man wissen, dass ein Problem B NP-vollstandig ist?
Um sicher zu sein, dass

@ ein polynomieller Algorithmus fiir B ein Durchbruch ware
@ und daher wahrscheinlich nicht existiert.

Praktische Instanzen von B konnten trotzdem (zB mit SAT)
effizient™ [6sbar sein.



Viele Varianten von SAT sind ebenfalls NP-vollstindig:
Definition 6.21

e Eine Formel ist in Konjunktiver Normalform (KNF) gdw sie
eine Konjunktion von Klauseln ist: K1 A--- A K,
@ Eine Klausel ist eine Disjunktion von Literalen: L1V ---V L,,

e Ein Literal ist eine (evtl. negierte) Variable.

@ Eine Formel ist in 3KNF gdw jede Klausel < 3 Literale enthilt.

Dh eine KNF ist ein Konjunktion von Disjunktionen von
(evtl negierten) Variablen.
Bsp: (x9 V —x2) A (mx7 V 21 V 26)

3KNF-SAT
Gegeben: Ein Formel in 3KNF
Problem: Ist die Formel erfiillbar?

Offensichtlich gilt 3BKNF-SAT € NP.
Aber vielleicht ist 3KNF-SAT einfacher als SAT?



Satz 6.22
3KNF-SAT ist NP-vollstindig.

Beweis:
Wir zeigen SAT <, 3KNF-SAT mit einer polynomiellen Reduktion
F — F’ so dass F’ in 3KNF ist und

F ist erfiillbar < F’ ist erfiillbar

NB F und F’ sind erfiillbarkeitsdquivalent, aber nicht
notwendigerweise auch adquivalent.

1. Transformiere F' in Negations-Normalform (NNF) durch
fortgesetze Anwendung der de Morganschen Gesetze

-(AANB) = -AvV-B
-(AvB) = -AAN-B

von links nach rechts. F} ist Resultat.



Beweis (Forts.):

Fiir F7 gilt: = nur noch direkt vor Variablen.

2. Betrachte F; als Baum, wobei die Literale Blatter sind.

Ordne jedem inneren Knoten eine neue Variable € {yo,y1,...} zu.

Ordne dabei der Wurzel von F die Variable yq zu.

3. Betrachte die y; als Abkiirzung fiir die Teilbdume, an deren
Waurzeln sie stehen
Yi= 9
/ A\
lz‘ T3
wobei o; € {A,V} und [;,r; ein Literal oder eine Variable y; ist.
Beschreibe F; Knoten fiir Knoten:

Yo A (o <> (looco 7)) A (y1 <> (lro171)) - =: [



Beispiel: F = xo V ((x1 A z2) A (23 A 24))

Yo = V

A

N =1y

/\

Y2 = A N =1ys3

Jawa

T2 T3 T4

Fy =

Yo (Yo <> (ToVy1))A (Y1 <> (Y2Ay3))A(y2 < (21A22))A (Y3 < (T3AT4))



Beweis (Forts.):

Ferf. = Fy erf.: y; bekommt Wert seines Teilbaums.
Fy erf. = Fj erf.: klar

4. Transformiere jede Aquivalenz in 3KNF:

(a<>(bVe) = (av-b)A(aV-c)A(-aVbVec)
(a<>(bANc) = (maVb)A(maVe)A(aV-bV-c)

Ergebnis ist F’.

Jede Transformation ist in polynomieller Zeit (in |F'|) berechenbar.
Beispiel: Bei Transformation in NNF nimmt mit jedem Schritt

Summe der |G| fiir alle Teilformeln =G von F

ab. Daher erreicht man die NNF in < |F'|? Schritten. Falls Formeln
kopiert, nicht geteilt werden. O



Da jede Formel in 3KNF auch in KNF ist:

Korollar 6.23
KNF-SAT ist NP-vollstindig.

Kann man wie folgt die NP-Vollstandigkeit von KNF-SAT zeigen?

Man zeigt SAT <, KNF-SAT
indem man jede Formel in KNF transformiert.

Satz 6.24
2KNF-SAT € P

Ohne Beweis



MENGENUBERDECKUNG (MU)

Gegeben: Teilmengen T1,...,T, C M einer endlichen Menge M
und eine Zahl k < n.

Problem: Gibt es i1,...,ix € {1,...,n} mit M =T;, U---UT;?

ik
Beispiel 6.25
T, = {1,2} T, = {1,3}

T3 {374} T4 = {375}
M = {1,2,3,45) k = 3

Anwendung: Zulieferer

M Menge der Teile, die eine Firma einkaufen muss

T; Menge der Teile, die Zulieferer i anbietet

Kann die Firma ihre Bediirfnisse mit k& Zulieferern abdecken?

Fakt 6.26
MU € NP



Satz 6.27

MU ist NP-vollstindig.

Beweis: KNF-SAT <, MU.

Sei F =K1 A--- A Ky in KNF, mit Variablen z1, ..., ;.

Wir konstruieren:

M = {1,....m}u{m+1,...,m+1}

T; := {j|x; kommtin K; positiv vor} U {m + i}

T := {j|xi kommtin K, negativ vor} U {m + i}
k=1

F ist erfiilbar
gdw
M wird durch [ der Teilmengen T, ...,T},T71,...,T] iiberdeckt



Beweis (Forts.):
Sei FF= K1 A--- A K, in KNF, mit Variablen x4, ..., 2.

M = {1,....m}u{m+1,...,m+1}
T; = {j|x; kommtin K; positiv vor} U {m + i}
T] := {j |z kommtin K; negativ vor} U {m + i}

Beispiel: (21 VoV a3) A (—z1 V 22 V x4)
—

Tn={1,2+1} T|={2,2+1}
Ty={1,2,2+2} Ty={2+2}

Ts={1,2+3} T{={2+3}

Ts={2,2+4} Ty={2+4}

Uberdeckung: T}, T, T4, T} ~ x1 = 0,29 = 1,23 = 0,24 = 0



Beweis (Forts.):
Sei FF= K1 A--- A K, in KNF, mit Variablen x4, ..., 2.

M = {1,....m}u{m+1,...,m+1}
T; = {j|x; kommtin K; positiv vor} U {m + i}
T] := {j |z kommtin K; negativ vor} U {m + i}

,=" Gegeben o mit o(F) = 1.
U; = if o(x;) =1 then T; else T}

Beh.: Die U; iiberdecken M. Sei j € M.

1.1 < j < m: Seil (= z; oder —z;) ein Literal in K; mit o(l) = 1.
= j € if z; kommt positiv in K; vor then T; else T}

= j € if o(x;) =1 then T; else T

=jel;

2m+1<;<m+k

=>jeUj_pdennm+(j—m)=j



Beweis (Forts.):
Sei FF= K1 A--- A K, in KNF, mit Variablen x4, ..., 2.

M = {1,....m}u{m+1,...,m+1}
T; = {j|x; kommtin K; positiv vor} U {m + i}
T] := {j |z kommtin K; negativ vor} U {m + i}

,<="SeiUy,...,U, € {T1,..., T’} eine Uberdeckung vom M.

= Es gibt fiir alle 1 <i < n genau eine Menge U; € {T;,T/} mit
Setze o(x;) = if Uy = T; then 1 else 0

= o(Kj)=1firallel1 <j<m

= o(F) =1 0



Das Minimierungsproblem

Gegeben: Teilmengen T1,...,T, C M einer endlichen Menge M

Problem: Finde das kleinste k, so dass M von k der Teilmengen
tiberdeckt wird.

kann auf das Entscheidungsproblem , reduziert” werden:

Finde kleinstes k durch bindre Suche im Intervall [1, n]
mit O(logn) Aufrufen von MU.

Kann man MU in Zeit O(f(n)) entscheiden,
dann kann man das kleinste k in Zeit O(f(n) - logn) berechnen.

f(n) polynomiell = f(n)-logn polynomiell
f(n) exponentiell = f(n)-logn exponentiell



Die Berechnung einer Losung von

Gegeben: Teilmengen T := T1,...,T,, € M einer endlichen
Menge M, und eine Zahl k < n.

Problem: Finde eine Uberdeckung von M durch k der Teilmengen.

kann auf das Entscheidungsproblem reduziert werden:

if (T',M, k) ¢ MU then output(“nicht Iésbar”)
else
U:=0
for i :=1 to n do
if (T'—T,,M,k) e MU
then T :=T — T;
else U :=UU{T;}



CLIQUE
Gegeben: Ungerichteter Graph G = (V, E) und Zahl k € N.

Problem: Besitzt GG eine ,,Clique” der GroBe mindestens k7
Dh eine Teilmenge V' CV mit |V’| > k
und alle w,v € V' mit u # v sind benachbart.

Beispiel mit 5-Clique:

Anwendung von Clique-Berechnung:

Knoten = Prozess
Kante = Zwei Prozesse sind parallel ausfiihrbar

= Clique ist Gruppe von parallelisierbaren Prozessen

Fakt 6.28
CLIQUE € NP



Satz 6.29
CLIQUE ist NP-vollstindig.

Beweis: 3KNF-SAT <, CLIQUE:
Eine Formel F' in 3KNF-SAT (oE: genau 3 Literale/Klausel)

F = (2‘11 V 212 V 2‘13) VANPRRAN (Zkl V zZko V Zkg)
wird auf einen Graphen abgebildet:

VvV = {(1,1),(1,2),(1,3),...,(k, 1), (k,2),(k3)}
E = {{(,j),(p,@)} | i#pund zij # —zp}

F ist erfiillbar durch eine Belegung o

Es gibt in jeder Klausel ¢ ein Literal z;;;, mit o(z;,) =1

Die Literale 21, ..., 2k, sind paarweise nicht komplementar
Die Knoten (1, j1), ..., (k,ji) sind paarweise benachbart

G hat eine Clique der GroBe k.

1177

O



RUCKSACK
Gegeben: Zahlen aq,...a, € Nund b € N.
Problem: Gibt es R C {1,...,n} mit > . .pa;=b ?

Satz 6.30
RUCKSACK ist NP-vollstindig.

Beweis: 3KNF-SAT <, RUCKSACK:
Sei F' = (211 V z12 V 213) VANRREIVAY (Zml V Zma V ng), wobei

zij € {1, .., xnf U {21, 22,. .., "2n}

D.h. m = Anzahl der Klauseln und n Anzahl der Variablen.



Beweis (Forts.):

Wir geben Zahlen v;o, v;1 fiir jede variable z;, Zahlen kj1, ko fiir
jede Klausel K, und eine Zahl b an.

@ Alle Zahlen haben genau m + n Stellen im Dezimalsystem.
Die j-te Stelle, 1 < j < m, nennen wir
“Stelle (der Klausel) K;".
Die m + i Stelle, 1 < i < n, nennen wir
“Stelle (der Variable) z;".

e b=44...44411...11
—
m n
@ An der Stelle x; haben v;g,v;1 eine 1, und die Zahlen und
kjl, kjg eine 0.
— genau eine von v, v;1 muss in den Rucksack
— modelliert die Wahl einer Belegung.



Beweis (Forts.):
Beschreibung der Zahlen v;o, vi1, kj1, kja:

@ v;p hat eine 1 an der Stelle z; sowie an den Stellen der
Klauseln, die # x; enthalten, sonst Oen.

@ v;1 hat eine 1 an der Stelle z; sowie an den Stellen der
Klauseln, die z; enthalten, sonst Oen.

@ kj;1 hat eine 1 an der Stell K, sonst Oen.
@ kjo hat eine 2 an der Stell K, sonst Oen.

Wenn die Summe einer Untermenge R die Zahl b ergibt, dann
erfiillt die Belegung o mit o(x;) = 1 gdw v;; € R die Formel F.

Wenn F erfiillbar ist, dann wahle R so:
@ Nehme eine erfiillende Belegung o von F.
e Fiir jede Variable z;: Fiige v;; zu R wenn o(x;) = 1, sonst
ﬁjge Vi0-
e Fiir jede Klausel K;: Fiige kj1 oder kjo hinzu, um eine 4 an
der Stelle K; zu gewinnen.
O



PARTITION
Gegeben: Zahlen aq,...a, € N.
Problem: Gibt es I C{1,...,n} mit > ,c;a; =3 470 ?

Satz 6.31

PARTITION ist NP-vollstindig.

Beweis: RUCKSACK <, PARTITION

Sei a1, as, ...,a,b Instanz von RUCKSACK und M := Zle a;.
ai,as,...,a,b — ay,ao,...,ap, M —b+1,b+1

Beispiel: a1,...,a7 =12,7,4,9,7,3,15 und b = 38.

Losung: Die Zahlen 7,9,7,15, dh R ={2,4,5,7}

Esgilt: M =57, M —-b+1=20, b+1=239.
Resultierendes PARTITIONS-Problem: 12,7,4,9,7,3,15, 20,39
Losung: 7T+ 9+ 74+ 154+20=12+4+ 3 + 39.



BIN PACKING

Gegeben: Eine , BehiltergroBe” b € N, die Anzahl der Behélter
k € N und , Objekte"” a1, a9, ... an.

Problem: Konnen die Objekte so auf die k Behalter verteilt
werden, dass kein Behilter iiberlduft?

Satz 6.32

BIN PACKING ist NP-vollstindig.
Beweis: PARTITION <, BIN PACKING.
Reduktion:

ai,...,an — b k,ai,...,ay

wobei b:=3"",a;/2 und k:=2.



HAMILTONKREIS
Gegeben: Ungerichteter Graph G

Problem: Enthilt G einen Hamilton-Kreis, dh einen geschlossenen
Pfad, der jeden Knoten genau einmal enthalt?

Satz 6.33
HAMILTON ist NP-vollstandig.



TRAVELLING SALESMAN (TSP)

Gegeben: Eine n x n Matrix M;; € N von ,,Entfernungen”
und eine Zahl k € N

Problem: Gibt es eine ,,Rundreise” (Hamilton-Kreis) der Lange
< k7

Satz 6.34
TSP ist NP-vollstindig.

Beweis: HAMILTON <, TSP
Reduktion:
{1,....,n},E) — (M,n)

wobei
1 falls{:,j} € FE
M, = { {i. 5}
2 sonst



FARBBARKEIT (COL)
Gegeben: Ein ungerichteter Graph (V, E) und eine Zahl k.

Problem: Gibt es eine Farbung der Knoten V' mit k Farben,

so dass keine zwei benachbarten Knoten die gleiche
Farbe haben?

Sa__tz 6.35
FARBBARKEIT ist NP-vollstandig fiir k > 3.

Beweis: )
3KNF-SAT <p 3FARBBARKEIT

Satz 6.36
2FARBBARKEIT € P



Die NP-Bibel, der NP-Klassiker:

[ Michael Garey and David Johnson.
Computers and Intractability: A Guide to the Theory of
NP-Completeness. 1979.

Despite the 23 years that have passed since its publication,
| consider Garey and Johnson the single most important
book on my office bookshelf.

Lance Fortnow, 2002.



Man weiB nicht ob P = NP. Aber man weiB (Ladner 1975)

P £ NP

— NP

)

NP-vollstandig




6.5 Approximation Algorithms
What to do with NP-complete problems?

@ more computational power?
@ encode into SAT

@ approximation algorithms

Definition 6.37

A d-approximation algorithm (d € R) for an optimization problem
is an algorithm that computes in polynomial time a solution to the
problem that is at most d times worse than the optimal solution.



Travelling Salesman Problem

Definition 6.38 (TSP)

Given a complete, weighted, undirected graph G = (V, E') with
non-negative weights c: V' — N, find a cycle that visits exactly all
nodes and does so with minimal length.

Properties

@ We can assume triangle inequality:
Vu,v,w € Vie(u,v) < c(u, w) + c(w, v)

@ NP-complete

@ We show a 2-approximation

@ There is a 1.5-approximation

@ There is no 123/122-approximation (since 2015)



2-Approximation Algorithm for TSP
Algorithm

© T := a minimum spanning tree

@ cycle := traverse along depth-first search of T, jumping over
visited nodes

Algorithm is
@ polynomial
@ 2-approximation
o ¢(T) < minimal cycle
e traversal costs 2 - ¢(T') since jumping over costs at most the
sum of traversed edges



Knapsack

Definition 6.39 (Knapsack)

Given weight W of knapsack and weights and values of n items:
Wiy v oy Wy U, ..., Uy, Pick I C{1,...,n} such that
Yicrwi < W and Y. ;v; is maximal.

Greedy Algorithm
e take items in the order vy /wy > vo/wa -+ > vy wy,
Properties
@ optimal for “fractional” knapsack problem
o for v;1 = 1.001, w1 = 1,vo = W,wy = W no better than a
W -approximation.



2-Approximation of Knapsack

Modified Greedy Algorithm (ModGreedy):
@ 51 := solution by Greedy
@ S5 := item with the largest value
@ Return whichever of S, .59 that has more value

Lemma 6.40
ModGreedy is a 2-approximation.

Proof. _

o If Greedy takes items 1,2,...,k — 1, then
Zle v; > OPT e > OPT: kth item might not be taken in
full 4+ the optimal integral solution is not better than the
optimal fractional solution

) (v1+-~-+vk,1)+vk > OPT

@ one of the two is > OPT/2

° U(Sl) = Zfz_ll v;, and 'U(SQ) = Umax = Uk



PTAS for Knapsack

@ Polynomial-time approximation scheme (PTAS): any
approximation ratio possible

@ Idea: brute-force a part of the solution and then use Greedy
Algorithm to finish up the rest

Algorithm, k£ fixed constant

@ for all possible subsets of objects that have up to k£ objects:

use the greedy algorithm to fill up the rest of the knapsack

@ return the most profitable subset

Properties
e runtime O(kn*) subsets, filling up in O(n)
e thus total running time O(kn*+1)
e (1+ 7)—approximation



7. Automaten, Berechenbarkeit, und Logik



7.1 Die Unvolistandigkeit der Arithmetik

[4 Kurt Godel. Uber formal unentscheidbare Satze der Principia
Mathematica und verwandter Systeme . 1931.

Kurt Gédel
1906 (Briinn) —
1978 (Princeton)



http://en.wikipedia.org/wiki/Kurt_G~C3~B6del

Syntax der Arithmetik:

Variablen: V
Zahlen: N
Terme: T
Formeln: F

TYZ ...

012 ...

VN (T+T) (T*T)

(T =T) ~F (FAF) (FVF)
V. F

Wir betrachten Vz.F als Abk. fir -3 z. = F.

Definition 7.1

Ein Vorkommen einer Variablen x in einer Formel F' ist gebunden
gdw das Vorkommen in einer Teilformel der Form 3Jz. F’ oder
Vx. F' in der Teilformel F’ liegt.

Ein Vorkommen ist frei gdw es nicht gebunden ist.



Notation: F'(z1,...,x)) bezeichnet eine Formel F', in der

hochstens x4, ...,z frei vorkommen.
Sind ny,...,n; € N soist F'(ny,...,ny) das Ergebnis der
Substitution von nq, ..., ny fiir die freien Vorkommen von
0 R 1
Beispiel 7.2

Flz,y) = (z=y AN Jz.x=1y)

FG5,77 = (=7 A 3z.x=7)

Ein Satz ist eine Formel ohne freie Variablen.

Beispiel 7.3

de. dy.x =y Jy. dx.x =y

Mit S bezeichnen wir die Menge der arithmetischen Sitze.



Die Menge der wahren S&tze der Arithmetik nennen wir W:

Definition 7.4
(t1 =t2) € W gdw 1 und t2 den selben Wert haben.

“FeW gdw Fé¢w

(FANG)eW gdw FeWund GeW
(FVG)eW gdw FeW oderGeW

dz. F(z) e W gdw esn e N gibt, so dass F'(n) € W

Fakt 7.5
Fiir jeden Satz I gilt entweder F € W oder -F € W

NB Ob eine Formel mit freien Variablen wahr ist, kann vom Wert
der freien Variablen abh&ngen:

Jr.xc+r=y

Daher haben wir Wahrheit nur fuir Satze definiert.



Definition 7.6

Eine partielle Funktion f : N¥ — N ist arithmetisch reprisentierbar
gdw es eine Formel F(x1,...,x,y) gibt, so dass fiir alle
ni,...,ng,m e N gilt:

f(ni,...,ng)=m gdw F(ny,...,ng,m)eW
Satz 7.7

Jede WHILE-berechenbare Funktion ist arithmetisch
reprasentierbar.



Satz 7.8
W ist nicht entscheidbar.

Korollar 7.9
W ist nicht semi-entscheidbar.



Wir kodieren Beweise als Zahlen.

Definition 7.10
Ein Beweissystem fiir die Arithmetik ist ein entscheidbares Pradikat

Bew:Nx S — {0,1}

wobei wir Bew(b, F') lesen als ,,b ist Beweis fiir Formel F'*.
Ein Beweissystem Bew ist korrekt gdw

Bew(b,F) — F e W.
Ein Beweissystem Bew ist vollstandig gdw

FeW = esgibt b mit Bew(b, F).



Satz 7.11 (Godel)

Es gibt kein korrektes und vollstandiges Beweissystem fiir die
Arithmetik.

Beweis:
Denn mit jedem korrekten und vollstindigen Beweissystem kann

man x4y (F') programmieren:

b:=0
while Bew(b,F) =0do b:=b+1
output(1)



7.2 Die Entscheidbarkeit der Presburger Arithmetik
Syntax der Presburger Arithmetik:

Variablen: V. — =z |y|z]|...
Zahlen: N — 0]1|2]...
Terme: T — V|N|T+T

Formeln: FF — (I'=T)|-F|(FAF)|(FVF)
|

JV. F

Wir betrachten Vz. F als Abk. fiir —=3z. = F".

Satz 7.12
Fiir Satze der Presburger Arithmetik ist entscheidbar, ob sie wahr
sind.



[§ Mojzesz Presburger.
Uber die Vollstandigkeit eines gewissen Systems der
Arithmetik ganzer Zahlen, in welchem die Addition als einzige
Operation hervortritt. 1929.

Mojzesz Presburger 1904 — 1943
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Presburger Arithmetik = normale Arithmetik
ohne Multiplikation

Arithmetik : hochgradig unentscheidbar :-(
sogar sogar unvollstandig :-((
— Hilberts 10tes Problem

— Godels Theorem



Vereinfachte Presburger Formeln:

o) = x4y=z | x=n |
p1ANp2 | —¢ |
dz. ¢
Bemerkungen

@ Durch sukzessive Addition kann man Multiplikation mit
Konstanten simulieren.
(Wie?)

@ Das Rucksackproblem l&sst sich in PA ausdriicken.
(Wie?)



Allgemeineres Ziel: PSAT
Finde Werte in N fiir die , so dass ¢ gilt ...

Bemerkung:
Ganzzahlige Optimierung lasst sich als PSAT-Problem ausdriicken.
(Wie?)

Idee: Codiere die Werte der Variablen als Worte ...
213 t 11011011011
42 z 01110[1(0[1]01]0
89 y 1{0[{O]|1]1]10]110
17 X 1/{0(0]0(1]0(0]0
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Idee: Codiere die Werte der Variablen als Worte ...
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Beobachtung:

Die Menge der erfiillenden Variablenbelegungen ist regular il

1 N\ 2 = L(¢1) N L(P2) (Durchschnitt )

¢ — L(9) (Komplement )
Jz: ¢ = m(L()) ( )
Achtung:

@ Ein akzeptiertes Tupel kann immer durch fiihrende Nullen
verlangert werden !

@ bleibt unter Vereinigung, Durchschnitt und Komplement
erhalten !!

@ Wie sieht das mit der Projektion aus 7



Weg-Projizierung der x-Komponente:

1{0|1]0

011(0]1]0]0

1

110101

110]0{0{1({0]|0]|O0

213

42

y

89
17

450



Weg-Projizierung der x-Komponente:

213 t 110111011011
42 z 0
89 y 110011110110

—_
-}
—_
-}
—_
(=]
=]

@ Nun werden moglicherweise Tupel von Zahlen erst nach
Anhidngen von geeignet vielen fiihrenden Nullen akzeptiert !

@ Der Automat muss so komplettiert werden, dass ¢ bereits
akzeptierend ist, wenn von ¢ aus mit Nullen ein
akzeptierender Zustand erreicht werden kann.



Automaten fiir Basis-Pradikate:

I N0 1
(O~~~ C)



Automaten fiir Basis-Pradikate:

X+x =y
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Automaten fiir Basis-Pradikate:



Ergebnisse:

Ferrante, Rackoff,1973

Fischer, Rabin,1974
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