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Einfiilhrung in die Theoretische Informatik
Sommersemester 2020 — Ubungsblatt Lésungsskizze 1

Ablauf Hausaufgabenabgabe

Achtung: Lesen Sie upgedateten (24.04.2020) Modalitaten auf der Vorlesungswebsite zur Hausaufgabenab-
gabe. Sie konnen nach Teammitgliedern iiber den markierten Post in Piazza suchen.

AUFGABE 1.1. (DFA/NFA Konstruktion)

Losen Sie im AutomataTutor die Aufgaben H1.1 (a—c). Beachten Sie, dass im Gegensatz zu den Ubungsaufgaben
fiir jede Teilaufgabe maximal fiinf Versuche erlaubt sind und dass nur vollstiandig richtige Losungen (10/10 in
AT) einen Hausaufgabenpunkt bekommen.

Die Losungen miissen Sie nicht in ihre handschriftliche Abgabe mit aufnehmen, es reicht aus sie in AT einzureichen.
Diese Aufgabe ist einzeln zu bearbeiten, die restlichen Aufgaben in Zweiergruppen.

AUFGABE 1.2. (Die Abgabe der Hausaufgabe erfolgt in Paaren, nicht Familien)
Mit (z,y) bezeichnen wir ein Paar von Objekten z,y. Dabei gilt folgendes:

e (z,y) = (2',y') genau dann wenn z = 2’ und y = 7/'.

o o # (2,y) und y # (,y).
Wir nennen eine Menge A abgeschlossen unter Paarbildung, falls folgende Bedingung (P) gilt:

Va,y € A. (z,y) € A (P)

(a) Sei A eine Familie von Mengen (d.h. Menge von Mengen), die abgeschlossen unter Paarbildung sind. Zeigen
oder widerlegen Sie: Der Schnitt aller Mengen aus A4, d.h. [ AcA A, ist abgeschlossen unter Paarbildung.
(b) Sei A eine Menge. Wir definieren:
(1) Ao = A
(ii) Apt1 =AU (An X Ay) fir allen € N
(iii) Ax = UneN A,
Erinnerung: Das kartesische Produkt von Mengen A, B ist definiert als A x B := {(a,b) | a € A und b € B}.
Zeigen Sie: A ist die unter Mengeninklusion kleinste unter Paarbildung abgeschlossene Menge, die A enthélt.

Bemerkung: Man nennt Ay die unter Paarbildung abgeschlossene Hiille von A.

(c) Es gibt eine weitere Moglichkeit zur Generierung der Hiille einer Menge unter Paarbildung. Zeigen Sie:

Al = ﬂ M= Ay

MDA, M eriillt (P)

(d) (Bonusaufgabe) Das Ziel der Aufgabe 1.2 ist es eigentlich, der Konkatenation von Wortern eine mengentheo-
retische Semantik zuzuweisen, um somit ein fiir alle mal eine Frage auf Piazza zu klaren. Wir werden dazu
die Hiille unter Paarbildung ¥« eines Alphabetes ¥ verwenden. Um Paare nun mit Wortern zu identifizieren,
schreiten wir wie folgt voran:

Sei A eine nichtleere Menge. Sei 7 die kleinste Aquivalenzrelation {iber Ay, sodass fiir alle z,y, 2z € Ax gilt:

=2 Ay=ry = (2,9) =x (@) (1)
($, (y,Z)) = ((way)v Z) (2)
Wir definieren S® := {[z]. | * € Sx}, wobei [z], die Aquivalenklasse von x beziiglich 7 ist. AuBerdem

definieren wir eine Operation [z]x ® [y]= = [(z,y)] fiir alle z,y € Sx. Die Algebra (S®,®) ist dann eine
Halbgruppe (das miissen Sie nicht beweisen). Zur Erinnerung: Eine Halbgruppe (S, *) besteht aus einer
Menge S und assoziativen Funktion *: S x S — S.

Sei nun ¥ # ) ein Alphabet und sei o der Wortkonkatenationsoperator, d.h. wov := uv. Zeigen Sie: Die Halb-
gruppe (X%, ®) ist isomorph zur Halbgruppe (X1, 0). Geben Sie hierfiir einen bijektiven Homomorphismus
zwischen den Halbgruppen an.

Bemerkung: Wir haben somit der Konkatenation (ohne dem leeren Wort) und transitiven Hiillenbildung
eine mengentheoretische Semantik zugewiesen.
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(Knobelaufgabe, Keine Korrektur) Wie konnen Sie vorherige Konstruktionen erweitern, um auch das leere
Wort & und somit die reflexive, transitive Hiille 3* abbilden zu kénnen?

Léosungsskizze

(a)

(b)

Die Aussage ist wahr.

Beweis. Sei x,y € ﬂAeA A. Dann gilt z,y € A fir alle A € A. Da jedes A € A Bedingung (P) erfillt, gilt
(z,y) € A fiir alle A € A. Somit folgt (z,y) € [],.4 A- O

Die Aussage ist wahr. Wir miissen folgende drei Bedingungen zeigen:
(i) AC Ay

(ii) Ay erfillt (P)

(iii) Fir jede Menge M D A, die (P) erfillt, gilt Ax C M.

Beweis. (i) A = P 4o € AguU U, =U,cn An Def g

(ii) Wir zeigen zunéchst A; C A; fur alle 1 < j € N per Induktion iiber j. Der Fall j = 0 gilt trivialerweise.

H
Im Fall j + 1 gilt A4 Dt A; U(A; x Aj) D A U(Aj x Aj) D As.
Sei nun z,y € Ay. Dann gibt es A;, A; mit € A; und y € A;. Setze m := max{%, j}. Nach vorherigem
gilt z,y € A, Somit folgt Ai1 Def. Am U (Am X Am) 2 Am X Am 3 (2,y).
(iii) Sei M D A eine beliebige Menge abgeschlossen unter Paarbildung. Da A
A, C M fir alle n € N zu zeigen. Wir zeigen dies per Induktion tiber n.

Ann.
Im Fall n = 0 gilt Ao Rety C M.ImFalln+1seipé€ Apta Def A, U (A, X Ay) beliebig. Falls
p € Ay, folgt p € M per Induktionshypothese. Falls p € A,, x A, gibt es z,y € A,, mit p = (x,y). Somit

Def. .
= UneN A, reicht es

z,y € M per Induktionshypothese und somit p = (x,y) € M da M abgeschlossen unter Paarbildung ist.

O

Beweis. Zunichst sehen wir, dass A C A’. Aus Teilaufgabe (a) folgt die Abgeschlossenheit von A’ unter
Paarbildung. Aus Teilaufgabe (b) folgt somit Ax C A% . Aus Teilaufgabe (b) folgt weiters A C Ay, und dass
Ay Bedingung (P) erfiillt. Somit A% C Ax und damit Ay = A%. O

Beweis. Mit w; € ¥ bezeichnen wir den i-ten Buchstaben eines Wortes w € X7. Wir definieren
h: EJr — E®,’UJ1 CrrWn [(( o ((11)1,11)2)711)3), T )711)71)]71-7

wobei (z) = fiir € ¥. Sei nun u = u1 - - - Upn,v = V1 - - Uy, € LT, Dann gilt

h(uv) "G (m,uz) )y tn)v1), ) )]
%®( ® [uz)r) ® ) @ [un]e) @ [V1]r @ ) @ [Vm] )
[u1 ® [uz]n) @ -+) @ [unlr) @ (- ([v1]r @ [02]2) @ --+) @ [Vm]x)

b2 assoz. (
1

IICD

( (u17u2) )7“”)]7f® [("'(U17U2)7"')7vm)}7f

Somit ist h ein Homomorphismus. Um die Injektivitit zu zeigen, gelte nun h(u) = h(v). Dann folgt

[( o (u1’u2)7 e )vun)]ﬂ = [( o (Ulvv2)v T )vvm)]ﬂ"

Somit folgt n = m. Induktiv ergibt sich u1 = vi,...,un = vn, also u = v und damit ist h injektiv.

Fiir die Surjektivitit sei [w], € %% beliebig. Aufgrund der Assoziativitit von ® wissen wir [w], =
[(-+ (w1, w2), ), wn)]r. Wir schreiten per Induktion tiber die Linge n von w voran. Im Fall n = 1
gilt A(w1) = [wi]=. Im Fall n + 1 gilt

[w]ﬂ' = [( o (w1,’lU2), o ')7wn+1)]ﬂ' = [( o (’LU1,’[U2)7 e ')awn)}ﬂ' ® [wnJrl]ﬂ'

Nach Induktionshypothese gibt es u € £+ mit h(u) = [(-- - (w1, w2), - -+ ), wn)]x. Nun gilt uw,4+1 € X und

auBerdem folgt [w]r = h(u) ® h(wn+1) b hom- h(uwn+1). Damit ist h surjektiv, also insgesamt bijektiv und

damit ein Halbgruppen-Isomorphismus. O

AUFGABE 1.3. ( Weniger ist nicht immer mehr)
Sei ¥ = {a,b} und W = {ba"} fiir ein beliebiges aber festes n € Nj.

(a)

Sei n = 3. Zeichnen Sie einen NFA, der W erkennt.
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(b) Beweisen sie, dass jeder NFA, der die Sprache W erkennt, mindestens n + 2 Zustédnde hat.
Léosungsskizze

(a) Skizze:
b
%4,43,43,43,

(b) Beweis. Annahme zum Widerspruch: Es gibt einen Automaten N = (Q, X, d, go, F) mit weniger als n + 2
Zustanden, der W akzeptiert. Da N das Wort w = ba™ akzeptiert und |ba"| = n + 1, muss es einen

akzeptierenden Lauf L = sg —b> S1 . sn+1 € F geben wobei so = qo. Es gibt aber hochstens n + 1
Zustédnde, daher folgt nach Schubfachprinzip, dass mindestens ein Zustand s; durch den Lauf zweimal besucht

. . . . wy wit1 wi—1 . . .
wird. Dadurch gibt es einen Kreis s; — si+1 By 5 s; in L, wobei s; = s;. Wenn wir den Kreis
abkiirzen, d.h. den Lauf s Lo ... wS1 S; UJJ Sjt1 w]%“ i gn+1 € F betrachten, dann ist dies auch ein
akzeptierender Lauf. Deshalb akzeptiert N ein Wort w’ mit |w’| < n + 1, was ein Widerspruch zur Annahme
ist, dass N die Sprache W akzeptiert. O

Do you train for passing tests or do you train for creative inquiry?

— Noam Chomsky in The Purpose of Education

Noam Chomsky
(Source: Wikipedia)
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