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Ablauf der Tutorien

Die Tutoraufgaben werden nicht wahrend den Tutoriibungen gelost. Bereiten Sie soweit wie moglich die Tutor-
aufgaben vor der Tutoriibung vor und testen Sie ihre Kamera, Mikro und Mdéglichkeiten von BigBlueButton
vor der ersten Tutoriibung. Lesen Sie die Modalitdten auf der Vorlesungswebsite fiir mehr Informationen
zur Tutoriibung. Thr*e Tutor*in wird Thnen bekannt geben, wie Sie Fragen und Wiinsche zur Tutoriibung
einbringen koénnen.

AUFGABE 1.1. ( Wichtige Begriffe)
Uberpriifen Sie, dass Sie die Folgenden Begriffe korrekt definieren kénnen.

e Alphabet e reflexive transitive Hiille

e Wort w e Wortproblem

e Linge eines Wortes e DFA

e leeres Wort e NFA

e Konkatenation von Woértern e akzeptierte Sprache

o XT ¥¥ e Zustandsgraph

e formale Sprache e Akeptanzbedingung von DFAs/NFAs
e Operationen auf Sprachen (Def. 2.3)

AUFGABE 1.2. (Automata Tutor)

AutomataTutor ist ein online Ubungstool, mit dem Studierende die Grundlagen der Automatentheorie erlernen
konnen. Es bietet die Moglichkeit, viele der fiir die Vorlesung relevanten Probleme selbsténdig zu tiben.
In dieser Aufgabe geht es darum, dass Sie das Ubungstool AutomataTutor kennenlernen. In den kommenden
Wochen werden Sie iiber das Tool auch Hausaufgabenpunkte sammeln kénnen.

e Rufen Sie die AutomataTutor Version der TUM auf. ( https://automata.model.in.tum.de/ )

e Loggen Sie sich mit Threr TUM-kennung (abl2cde) ein.

e Losen Sie die Aufgaben unter ‘English to NFA” und “English to DFA”, diese entsprechen der Aufgabe 1.6.

AUFGABE 1.3.
Sei ¥ = {a,b} und W = {aa,aaa,b}. Geben Sie, wenn moglich, jeweils mindestens drei Worter an, die innerhalb
bzw. aulerhalb der folgenden Sprachen liegen.

(a) A={w e W~ ||w| =3} (d) D={w ¥ |Iuc T uw=wu}

(b) B={weX"|FueX . FveWw=uv} (e) E={(ba"b)" |n € Ny}

() C={we¥ |IneN. |w|, =n-|w|,} (f) F={w|weW?Aw e W3}
Hinweise:

e Mit |w|. bezeichnen wir die Anzahl der as in w.

Losungsskizze
(a) aaa,aab,bbb € A, a,bb,aaabe ¥*\ A4 (d) D={e}, a,byaae X"\ D
(b) aa,bbaa,bab € B, ba,aba,bba € ¥*\ B (e) €,bab,baabbaab € E, bb,baab,abba € ¥*\ F
(¢c) €,b,aaaabb € C, a,aa,aaabb € ¥*\ C (f) F ={a%}, a,b,aaa ¢ T*\ F

AUFGABE 1.4.

Sei ¥ ={a,b}, A ={g,a,ab} und B = {a,ba}. Wir betrachten nun verschiedene Verkniipfungen. Geben Sie fir
endliche Mengen alle Elemente und fiir unendliche drei Beispiele an:
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(a) AB (d) AD (g) B:==x"\B
(b) A® (e) A x (07)
(c) B® (f) AAB:=(AUB)\ (ANB)

Léosungsskizze
(a) AB = {a,ba,aa,aba,abba} (d) Ab=10 (g) e,b,abe B
(b) A% = {e,a,ab,aa,aab,aba,abab} (¢) Ax(0*) = {(¢,¢), (a,¢), (ab,e)}
(c) B = {¢} (f) AAB = {¢,ab,ba}

AUFGABE 1.5. (Endlich. .. Beweise!)
Sei ¥ ein Alphabet und A,B,C C X* beliebig. Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen wahr oder falsch
sind. Geben Sie fiir korrekte Aussagen einen Beweis an oder widerlegen Sie falsche mithilfe eines geeigneten
Gegenbeispiels.
(a) A* = A" genau dann wenn (gdw.) € € A
ABNC)=ABNAC
Falls A C B, dann A™ C B™ fiir jedes n € N,
Unter der Annahme A # @ gilt: A = AA gdw. A = A*.

(b)
()
(d)

Léosungsskizze

(a) Die Aussage ist wahr. Wir zeigen beide Richtungen der Aussage getrennt.

<=: Annahme A = A*. Wir zeigen A* = A*A*. Da e € A" gilt A" = {e}A" C A*A". Sei nun w € A"A”".
Dann existieren nach Definition u,v € A* mit w = uwv. Weiterhin existieren w1, ..., Um,v1,...,0, € A
mit m,n € N sodass v = u1 - Um und v = vy - - - Up. SOMit W = up - - - UV - - - Vp € A™TT C A* und
damit A*A* C A*. Insgesamt also A* = A*A* ARRAN, |

—: Annahme A = AA. Nach Definition gilt A C A*. Bleibt noch A* C A zu zeigen. Aufgrund der Definition
von A* reicht es A™ C A fiir n € N zu zeigen. Wir zeigen die Aussage per Induktion tber n.

Im Fall n = 0 gilt es A° Ref. {e} C A zu zeigen. Sei hierfiir w € A = AA ein kiirzestes Wort. Dann
lasst sich w in zwei Worter u,v € A mit |w| = |u| + |v| faktorisieren. Da w ein kiirzestes Wort ist, gilt
|w] < |u| und |w| < |v|. Somit |w| = |u| = |v| =0, also w = €.
1 Def. H Ann.
Im Fall n 4 1 folgt A" = AA™ C AA "=" A, O
AUFGABE 1.6.

=

Die

: Annahme € € A. Per Definition (Def.) gilt
AR AT =AU A A UAT R ey uAT,
n>0 n>1

Def.

Es reicht also ¢ € AT zu zeigen. Nach Vorlesung (VL) wissen wir AT T aa- {wv |uw €A und v € A"}

Wir wissen € € A per Annahme und es gilt stets € € A*. Somit ¢ € AA* = AT, |

: Beweis per Kontraposition (Erinnerung: Eine Aussage A = B ist dquivalent zu ihrer Kontraposition
-B == -A). Annahme ¢ ¢ A. Zu zeigen A* # AT. Da ¢ € A*, reicht es ¢ ¢ A" zu zeigen. Da

At = Un>1 A" per Definition, reicht es ¢ ¢ A" fiir n > 1 zu zeigen. Der Fall n = 1 gilt per Annahme.

Fiir den Fall n > 1 haben wir A" 22" Aan—1 D¢ {uv | u € A und v € A"}, Sei nun w € A™. Dann

gibt es u € A und v € A" ! mit w = uv. Da e ¢ A gilt |u| > 0, somit |w| = |u| + |v]| > 0 = |¢] und
somit w # €. |

Aussage ist falsch. Wéhle A = {a,aa}, B = {b} und C = {ab}. Dann gilt

A(BNC)=A0 =0 +# {aab} = {ab,aab} N {aab,aaab} = AB N AC.

Die Aussage ist wahr. Annahme (Ann.) A C B. Wir zeigen die Aussage per Induktion iiber n. Fir den
Fall n = 0 gilt A° = {¢} = B%. Im Fall n + 1 gilt A® C B" per Induktionshypothese (IH). Wihle nun

o of. Ann. IH
w e AnT 2 apn I {uwv | uw € A und v € A"}. Das heif}t es gibt u € A C B und v € A™ C B" mit
w = wv. Somit w = wv € BB 2 Brt, a
Die Aussage ist wahr. Annahme A # (). Wir zeigen beide Richtungen der Aussage getrennt.

Geben Sie fiir jede der folgenden Sprachen tiber dem Alphabet ¥ = {a,b,c} einen DFA (graphisch) an, der genau
die jeweilige Sprache erkennt. Um direkt Feedback zu Threr Losung zu bekommen, bearbeiten Sie die Aufgaben in
AutomataTutor.
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Alle Worter, die mit einem b beginnen.

Alle Worter gerader Lénge.

Alle Worter ungerader Léange, die auf ein ¢ enden.

Die Sprache, die nur das leere Wort enthélt.

Alle Worter, die aab enthalten.

Alle Worter, die eine durch drei teilbare Anzahl von ¢ enthalten.
L = {aabcaa,aacaa,baa}

Alle Worter, deren 3-letzter Buchstabe ein a ist, z.B. babb.

Geben Sie nun fiir jede der folgenden Sprachen iiber dem Alphabet ¥ = {a,b,c} einen NFA an, der genau die
jeweilige Sprache erkennt. Sie kénnen diese Aufgaben ebenfalls in AutomataTutor bearbeiten.

(i)
@

Alle Worter, die aab enthalten.
Alle Worter, deren drittletzter Buchstabe ein a ist, z.B. babb. Der Automat sollte nicht mehr als 4 Zustédnde
haben.

Beschreiben Sie dann in eigenen Worten, wie man im Allgemeinen einen Automaten konstruiert, der eine Sprache
erkennt, die ...

(a)
(b)
()
(d)
()

e

die nur Worte enthilt, die eine bestimmte Sequenz von Buchstaben enthalten

am Anfang/Ende jedes Wortes eine bestimmte Sequenz von Buchstaben fordert

nur Worte gerader/ungerader Linge enthélt

von jedem Wort verlangt, eine bestimmte Anzahl an Buchstaben zu enthalten

deren Worte an einer fixierten Position einen bestimmten Buchstaben haben miissen.

Losungsskizze
Die Losungenskizzen finden Sie unter https://www21.in.tum.de/teaching/theo/SS20/ex/theo20-01-1sg.zip.
Zu den letzten 5 allgemeineren Punkten:

(a)

Sei u = uj ... upn ein Wort. Wir betrachten dann den folgenden NFA:

Dieser NFA akzeptiert die Sprache {u}. Wenn wir bei go und ¢, noch eine Schleife mit ¥ hinzufiigen, akzeptiert
der NFA genau die Sprache aller Worter, die u enthalten. Um daraus einen DFA zu bekommen muss man bei g
die Schleife mit dem Zeichen uy entfernen, und von den Zustanden ¢; Riickwértskanten fiir die Zeichen X\ w;41
einfiigen. Das Ziel dieser Kanten muss immer das langste Préafix von u sein, das ein Suffix der bisher gelesenen
Zeichenkette ist. Alternativ kann man den NFA natiirlich mit der Potenzmengenkonstruktion determinisieren.

Ahnlich wie a). Wenn u am Ende des Wortes vorkommen soll, dann macht man eine Schleife mit ¥ an qo,
soll es am Anfang vorkommen gehort die Schleife an gy.

Im letzteren Fall ist die Determinisierung leicht, man fiigt von allen Zustédnden ¢; (auBer ¢.) eine Transition
mit ¥\ u;41 in einen Fangzustand ein.

Soll u am Ende des Wortes vorkommen, miissen wir wie bei a) Riickwértskanten einfiigen.

Y
7 =
—® @
@ @
Y
Wenn ¢ zu einem Endzustand gemacht wird, akzeptiert dieser DFA genau alle Worter gerader Lange. Wird
hingegen ¢1 zum Endzustand gemacht, so akzeptiert er genau alle Worter ungerader Lange.
Ahnlich zu Aufgabe a). Der folgende NFA akzeptiert genau alle Wérter der Linge n:
: : :

Fiigt man noch einen Fangzustand D 3. hinzu und verbindet ¢y, 2 (), so erhalten wir sogar einen DFA.

Es geht um alle Worter w, die an der Stelle n den Buchstaben a haben. Man kann den NFA aus dem ersten
Teil von a) leicht anpassen:

Z, 5 27 aDE

Auch hier erreicht man durch Hinzufiigen eines Fangzustands wieder einen DFA.

AUFGABE 1.7.
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Sei ¥ = {a,b} und B,, := {w € £* | 3i : w; = w,;,,} die Sprache aller Wérter iiber X, in denen an irgendeiner
Stelle der selbe Buchstabe im Abstand n vorkommt. Insbesondere ist By die Menge aller nicht leeren Worter, und
B, die Menge aller Worter in denen ein Buchstabe zweimal hintereinander vorkommt. Versuchen Sie in beiden
Aufgabenteilen NFAs und DFAs mit maéglichst wenigen Zustinden anzugeben.

(a) Geben Sie jeweils einen NFA fiir By, B; und B, an.

(b) Geben Sie jeweils einen DFA fiir By, B; und B, an.

(c) Beschreiben Sie kurz, wie der DFA B,, und der NFA B, fiir beliebige n € N aussehen.

(d) Beurteilen Sie die folgende Aussage: Es gibt einen NFA fir B,, mit O(n)-vielen Zustinden, aber jeder DFA zu

B, hat mindestens ©(2")-viele Zustinde.

Losungsskizze
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(F) DFA fiir B,

(c) Der NFA rit, ob jetzt das i-te Zeichen gelesen wird, welches die Bedingung erfiillt. Der DFA muss sich
hingegen immer die letzten n Zeichen die er gelesen hat merken, um zu iiberpriifen, ob die Bedingung

w; = Wy, erfiillt ist.

(d) Die Aussage ist korrekt. Der Beweis ist dhnlich zu dem Beweis in den Vorlesungsfolien zur Sprache Ly.
(Beispiel 3.9)
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