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AUFGABE 2.1. ( Wichtige Begriffe)
Uberpriifen Sie, dass Sie die Folgenden Begriffe korrekt definieren kénnen.

e -NFA e Produktkonstruktion
e Potenzmengenkonstruktion e reguldrer Ausdruck

e rechtslineare Grammatik e rekursive Prozedur

e Komplementierung e Strukturelle Induktion

AUFGABE 2.2. (Automata Tutor)
Losen Sie die Aufgaben unter “English to Regular Expression” und “Regular Expression to NFA”. Beachten Sie,
dass der AutomataTutor automatisch c|e als ¢? abkiirzt.

AUFGABE 2.3. (Tick Tock Boom, Blow Up)
Mit |w|, bezeichnen wir die Anzahl der Vorkommen des Buchstabens € ¥ in w € £*. Sei ¥ = {a,b,c} und
L={wex|3zeX. |uw|, =0}
(a) Konstruieren Sie einen NFA N mit genau 4 Zustidnden und L(N) = L.
(b) Determinisieren Sie den NFA N aus (a) mittels der Potenzmengenkonstruktion um einen DFA D mit
L(D) = L(N) zu erhalten.
(c) Geben Sie eine rechtslineare Grammatik G (geméaf Satz 3.13) an, sodass L(G) = L(D).
(d) Ubersetzen Sie die Grammatik G (gem#f Satz 3.14) in einen e-NFA N’, sodass L(N’) = L(G).
(e) Vergleichen Sie die NFAs N’ und N beziiglich Zustands- und Transitionszahl. Diskutieren Sie dann, inwiefern
Sie Thre Beobachtung verallgemeinern kénnen.
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Losungsskizze

(a) Der folgende NFA rat im initialen Zustand welche beiden Buchstaben im Wort auftauchen:

a,b
0

a,b
a,c
a,c O
|
bc b,c

(b) Anwendung der Potenzmengenkonstruktion:

a
O a,b

(¢) Jeder Zustand entspricht einem Nicht-Terminal, die Terminale sind gerade das Alphabet X, der initiale
Zustand wird zum Startsymbol. Zur Vereinfachung benennen wir die Zustdnde von oben nach unten und
links nach rechts von A bis Cz, wie oben gezeichnet. Dann ergibt sich folgende Grammatik

e S —aB; |bBy|cBs|alblc]e
e B, —a|b|c|aB;|bC;|cCy
e By, w»a|b|c|bBy|aC; |cCs
e B —a|b|c|cBs|aCy|bCs
e C, »a|b|aC, |bC|cD

e C; »ajc|aCy|cCy|bD

e C3 b |c|bCs|cCs|ab

e D—aD|bD|cD

(d) Wir erhalten folgenden Automaten:
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(e) Diese Ubersetzung (NFA — DFA — Grammatik — NFA) induziert eine Normalform, in der es maximal 2
Endzustédnde gibt. Die Anzahl der Zustinde entspricht der Anzahl der Variablen in der Grammatik plus den
dedizierten gy Zustand. Durch die Potenzmengenkonstruktion von N zu D wird die Zustandzahl vergrofiert
(moglicherweise exponentiell), und nachdem die Grammatik fiir jeden Zustand des DFA ein Nichtterminal
hat, ist die Zustandszahl von N’ méglicherweise exponentiell grofler als die von N.

AUFGABE 2.4. (I LoVe' Induction)
Vervollstandigen Sie den Beweis von Satz 3.14 aus der Vorlesung;:

Fiir jede rechtslineare Grammatik G gibt es einen NFA M mit L(G) = L(M).

Léosungsskizze

Sei G = (V, %, P,S) eine rechtslineare Grammatik und N = (Q,%,4,S,F) der dazu im Satz 3.14 der Vorlesung
konstruierte e-NFA. Nach Definition rechtslinearer Grammatiken ist (S — ¢) € P die einzig mdgliche e-Produktion
in P. Somit enthdlt N eine e-Kante (S, ¢, ¢s) genau dann wenn (S — ¢) € P.

Damit kann N in einen NFA M iiberfithrt werden indem man gegebenenfalls diese e-Kante entfernt und S zum

Endzustand macht. Wir setzen also M := (Q,%,8’,S,F") mit 6’ :== 6\ {(S,¢,qf)} und F' :=FU{S | (S — ¢) € P}.

Offensichtlich gilt L(M) = L(N).
Wir miissen noch zeigen, dass L(M) = L(G), was sich wie folgt umschreiben lésst:
L(M) =L(G) <= (Vwe X" weL(M) < weL(G))
< (WmeN.VweX" welM) < wel(G))

Letzteres konnten wir nun versuchen, per Induktion iiber n zu beweisen. In Zukunft werden wir diese Schritte
abkiirzen und einfach sagen, dass wir die Induktion iiber die Lange der Worter w € ¥* fithren. Den Fall n = 0
betrachten wir vorweg gesondert — er wiirde in der Induktion einen Sonderfall auslésen: Es gilt w = ¢ und dann

cel(M) « SeF 22 (5 se)ep Sreli™ o o (6).

Die Félle n > 0 zeigen wir nun per Induktion. Unser Versuch wird zunéchst fehlschlagen, doch aus didaktischen
Griinden wird der Fehlschlag hier dokumentiert:
Im Fall n =1 gilt w = a € £ und somit

a€L(M) < §(S,a)NF #0
< (S —a)€P oder ((S—aS)€P und (S —¢)) (Def. M)
<~ a€lL(G) (G rechtslin.).

Im Fall n + 1 erhalten wir die Induktionshypothese

Vw € X" w e L(M) <= w € L(G). (IHfan)

1LoVe := Logic and Verification
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Sei nun w € £"*. Dann gibt es @ € 3 und v € X" mit w = av. Jetzt gilt

av € L(M) < &(S,av) NF # 0 28 §(6(S,a),v) NF #0

Nach Induktionshypothese erhalten wir fir v:
(vELM) <= vEL(G) <= (S, v)NF #0 < veL(G)).

Die Induktionshypothese sagt also nur, was passiert, wenn wir v beginnend aus S lesen. Allerdings kann ohne
Weiteres §'(S, a) # {S} gelten. An diesem Punkt hiingen wir fest. Die Induktionshypothese ist zu schwach. Um
den Induktlonsschrltt zu beweisen, muss die Induktionshypothese uns Garantien liefern, wenn wir v aus beliebigen
Zustandsmengen V' C Q lesen. Da |v| > 0 und es keine Transitionen aus gy gibt, reicht es sogar Zustandsmengen
V' C Q\ {gs} =V zu betrachten. Analog wird in diesem Fall in der Grammatik v nicht mehr startend von S
sondern einem beliebigen Nichtterminal A € V aus erzeugt.

Wir generalisieren also unsere Aussagen in diese Richtung und beweisen:

VneN, VweX".VV CV.&V, w)NF #£0 < JAecV. A sfw
Beweis per Induktion iiber n. Im Fall n =1 gilt w = a € ¥ und

S(V',a)NF #£0 <= 3A eV .5 A a)NF #0
< 3AeV.(A—a)eP oder ((A—aS)€Pund (S —e)€P) (Def. §,8",F)
<= 3JAecV. A-5a (G rechtslinear)

Im Fall n 4 1 erhalten wir die Induktionshypothese
Ywe XYV CV. 8V, w)NF #0 < 3AcV. A =¢w. (TH)

Wahle nun @ € ¥ und v € X" mit w = av. Wir haben

(V' av) NF #0 < (8'(V'a),v) NF #0 (Def. §')
— 5’(6/(‘//,@) \ {qf},v) NF #£0 (v#e¢)
= IAcIV ,a)\{g/}. A =¢wv (IH)
<= JAcs(V',a)\{q}. A =¢w (a #¢)
<= IBecV.IAcs(V',a)\{¢}. (B—aA) €P und A =¢wv (Def. §)
<= 3IBcV.B¢av (G rechtslinear, v # ¢)

Dabei ist es gerechtfertigt, die IH anzuwenden, da §'(V',a) \ {gs} C V wegen der Definition von M. Somit ist
der Induktionsbeweis vollstindig. Nun kénnen wir die Aussage mit V' = {S} spezialisieren, um den Beweis
abzuschlieflen.

AUFGABE 2.5.

Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen korrekt sind oder nicht und begriinden Sie Ihre Behauptung, indem
Sie entweder ein Gegenbeispiel oder eine passende Konstruktion angeben.

Fiir jeden NFA N = (Q, X, §,qo, F) gibt es einen NFA N’ = (Q', %', &, qp, F') mit L(N) = L(N’) und ...
(a) der Startzustand hat keine eingehenden Kanten.

(b) kein Endzustand hat eine ausgehende Kante.

(c) fiir jeden Zustand gilt: alle eingehenden Kanten sind mit demselben Zeichen beschriftet.

(d) fiir jeden Zustand gilt: alle ausgehenden Kanten sind mit demselben Zeichen beschriftet.

Léosungsskizze

(a) Ja: Man erstellt vom Startzustand q, eine Kopie q, die nur die ausgehenden Kanten von q erbt. Danach
wird qo zu einem normalen Zustand, wihrend qj zu einem Startzustand wird. Formal: N’ = (Q', X', &', qp, F'),
wobei

* Q' =Qu{ao},

° 5/ = 5 W {(ql07x7q) | (quxaq) € 5}
o F'=FU{qo[qo €F}

e Y =3

(b) Nein: Betrachte einen NFA N fiir L = {e,a}.

(c) Ja: man spaltet jeden Zustand ¢ € Q nach dem Buchstaben der eingehenden Kanten auf, d.h. aus ¢ macht
man die Zustédnde (q,z) fir jedes z € X.

Danach setzt man §'((q, ), v, (¢',v)) := §(q,v,¢).
Wird dabei der Startzustand aufgespalten wahlt man einen beliebigen daraus hervorgehenden Zustand als
neuen Startzustand.
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(d) Nein: Betrachte einen NFA N mit L(N) = {a,b} = X. Dann gilt §(qg,a) NF # 0 und 6(qq,b) NF # 0.

AUFGABE 2.6. (Automata Tutor)

Hinweis: Die folgenden Aufgaben stehen auch im AutomataTutor zur Verfiigung. Zudem finden Sie dort weitere neue
Aufgaben. Die Aufgaben finden Sie unter den Kategorien “English to Regular Expression” und “Regular Expression
to NFA”. Einige der Aufgaben sind auch bepunktete Hausaufgaben. Beachten Sie, dass der AutomataTutor
automatisch c|e als ¢? abkiirzt.

Geben Sie fiir jede der folgenden Sprachen einen regulidren Ausdruck an, der genau die Sprache beschreibt.

Verwenden Sie fiir die ersten drei Aufgaben das Alphabet ¥ = {a, b, c} und fiir die néachsten beiden ¥ = {0, 1}.
(a) Worter gerader Lange.
(b) Worter, die mit einem a beginnen und enden, sowie Worter, die mit einem b beginnen und enden.

(c) Worter, in denen kein a neben einem b steht.

(d) Zahlen in Bindrdarstellung (most-significant-bit-first), die durch 2 teilbar sind.

(e) Zahlen in Bindrdarstellung (most-significant-bit-first), die nicht durch 4 teilbar sind.

(f) Knobelaufgabe: Sei ¥ = {a,b}. Worter, die gleich oft die Zeichenketten ab und ba enthalten.

Beispiel: Das Wort abab enthilt zweimal ab, aber nur einmal ba und soll somit kein Element der Sprache

Léosungsskizze
(a) ((a|bfc)(alb]c))” (d) (0] 1)"0
(b) albla(albfc)®a|b(alb]c)"b (e) (0]1)"(1]10)
(c) ((@" b )ec™)*(a" | b") (f) e | (a"bT)"a™ [ (b*a™)"b*

AUFGABE 2.7. (Draw Me Like One of Your Deterministic Automata)

(a) Geben Sie fiir jeden Teilausdruck des reguldren Ausdrucks ((a@)*b | ab)™ einen e-NFA an. Verwenden Sie
hierbei das Verfahren aus der Vorlesung ohne Abédnderung, d.h. Sie sollen weder die reguldren Ausdriicke
noch die Automaten, die Sie konstruieren, vereinfachen.

Hinweis: Es gibt 9 Teilausdriicke. Der Ausdruck selbst ist auch ein Teilausdruck.

(b) Uberfiihren Sie den e-NFA fiir den gesamten Ausdruck aus Teilaufgabe a) in einen DFA. Kombinieren Sie

hierzu die Potenzmengenkonstruktion mit der Umwandlung eines e-NFA in einen NFA. (Vorlesung Folie 47)

(@) o0
—0O
O——0O
O——0O
e al:
O—~0——0O
e (ad)"
O—0O0——0—0
e (ad)*b
O O—"~0—"-0 O——O
O——0——0O0——0
e (al)*b | ab:
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(b) Wir konstruieren zuerst einen NFA fir ((a@)*b | ab)* indem wir die e-Transitionen ersetzen. Aufgrund der
vielen Transitionen geben wir den Automaten in Tabellennotation an:

q 491 g2 g3 g4 g5 g g7 g8 Q49 qio g11
qo - b b b a a b b b a a -
q1 - b b b a a b b b a a -
q2 - b b b a a b b b -
qs - a a - - -
T -
R e T -
g6 - b b b - - b b b - - -
qr - b b b - - b b b - - -
@G - - - - - - - - - ‘a a -
qo - b b b - - b - b - - b
qo - b b b - - b - b - - b
gni - b b b a a b b a a -

Die Zusténde g4 und g5 sowie g9 und gio sind dquivalent, da sie die gleichen ausgehenden und eingehenden
Kanten haben und keine Endzustdnde sind. Daher kann man sie fiir die Potenzmengenkonstruktion jeweils
als ein Zustand betrachten.

Mit der Potenzmengenkonstruktion ergibt sich der folgende DFA:
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Es ist auch moglich die Potenzmengenkonstruktion direkt auf dem e-NFA durchzufiihren.

AUFGABE 2.8. Stufe C

Geben Sie eine rekursive Prozedur empty(r) an, die fiir einen gegebenen reguliaren Ausdruck r entscheidet, ob
L(r) = 0. Fiir Ihre Definition sollten Sie das folgende Gertlist verwenden:

o empty(0) o empty(af) =
o empty(a) = o empty(a | B) =
o empty(e) o empty(a™) =

Beweisen Sie mittels struktureller Induktion, dass Thre Definition korrekt ist.

Léosungsskizze

Konstruktion

o empty(D) = true o empty(af) = empty(a) V empty(B)
o empty(a) = false o empty(a | B) = empty(a) A empty(B)
o empty(e) = false o empty(a™) = false

Korrektheit Wir zeigen L(r) = ) <= empty(r) mittels struktureller Induktion.

Fall r=0,r =a, r =¢. Trivial.

Fall r = «*. Wir haben € € L(a*) # ) <= —empty(a™). Die Aussage gilt per Definition von empty.

Fall r = af. Als Induktionshypothesen erhalten wir L(a) =0 <= empty(a) und L(8) =0 < empty(B).
Es gilt L(af) =0 <= L(a)L(B) =0 <= L(e) =0VL(B) =0 P2 empty(a) V empty(B) =
empty(ap).

Fall r = a | 8. Es gelten dieselben Induktionshypothesen wie im vorherigen Fall. Wir haben L(a | 8) =
0 <= Llo)UL(B)=0 <= L) =0ALB) =0 & empty(a) A empty(B) = empty(a | B).
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