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AUFGABE 4.1. (Spieglein, Spieglein an der Wand)
Gegeben sei die folgende Grammatik G:

S — aSa | bSb | aTh | bTa
T—aT|bT |e

(a) Welche Sprache beschreibt G? Geben Sie eine intensionale Mengendarstellung® L fiir L(G) an.
(b) Zeigen oder widerlegen Sie: L ist regular.
(c) Zeigen Sie L(G) = L formal. Beweisen Sie dabei auch induktiv, welche Sprache von T erzeugt wird.

Léosungsskizze
Sei 3 == {a, b}.
(a) Li={we %" |w#w"}.
(b) Nach Tutoraufgabe 3.7 (a) ist L nicht reguldr. Da reguldre Sprachen unter Komplement abgeschlossen sind,
ist somit auch L = L nicht regulér.
(¢) Zunéchst zeigen wir Lg(T) = X*.
(i) Wir zeigen Lg(T) C X* per Induktion tiber die Erzeugung von Wortern in Lg(T). Der Fall T — ¢ ist
klar. Im Fall T — aw mit T —* w erhalten wir per IH w € ¥* und somit aw € ¥*. Der Fall T — bw
folgt analog.

(ii) Wir zeigen ¥* C L (T) per Induktion tiber die Wortlange w € ¥*. Der Fall w = ¢ gilt wegen T — €.

Im Fall w € ™" gibt es € ¥ und v € £" mit w = av. Per TH gibt es eine Ableitung T —* v. Falls
x =a folgt T — aT —* av. Falls x = b folgt T — bT —* bv.
Nun zeigen wir L(G) = L.
(i) Wir zeigen L(G) C L per Induktion iiber die Erzeugung von Wortern in Lg(T). Im Fall S — awb mit

T —* w wissen wir nach vorherigem w € £*. Somit awb € *. AuBerdem gilt awb # bw'a = (awb)”.

Der Fall S — bwa folgt analog.
Im Fall S — awa mit S —* w erhalten wir per IH w € £* mit w # w™. Somit gilt awa # aw®a = (awa
Der Fall S — bwb folgt analog.

(ii) Wir zeigen L C L(G) per vollstdndiger Induktion iiber die Wortldnge n von w = w; ---wy, € L. Da
weL,giltw=w- wn # wp w1 = wh.
In den Fillen n € {0,1} folgt w = w®. Mit der Annahme w # w” folgt ein Widerspruch und somit
w € L(G).
Im Fall n > 2 gibt es 1 < i < n mit w; 7# wn—i4+1. Wir betrachten zwei Falle:

i. Falsi=1, gibt es 2,y € ¥ und v € "2 mit z # y und w = zvy. Nach vorherigem gibt es weiters
eine Ableitung T —* v. Im Fall z = a,y = b folgt somit S — aTb —* avb. Analog folgt der Fall
r=by=a.

ii. Falls > 1, gibt es x € ¥ und v € "2 mit w = zvz. Da zvr # zvz = (zvz)? folgt v # v, Per
IH erhalten wir somit eine Ableitung S —™ v. Falls nun = = a, folgt S — aSa —™ ava und analoges
gilt x = b.

AUFGABE 4.2. (Myhill-Nerode)
Entscheiden Sie, ob folgende Sprachen regulir sind. Bestimmen Sie hierzu die Aquivalenzklassen der dazugehérigen
Myhill-Nerode-Relation. Falls die Sprache regulir ist, zihlen Sie alle Aquivalenzklassen auf und zeichnen Sie
den kanonischen Minimalautomaten. Falls die Sprache nicht regular ist, reicht es eine unendliche Menge von
Aquivalenzklassen anzugeben und zu zeigen dass die Elemente dieser Menge paarweise verschieden sind.

(a) Ly = L((bbalbab)*) mit dem Alphabet ¥ = {a,b}

() Ly ={w € =% | w # w?} mit dem Alphabet ¥ = {a,b}

'Das heifit, eine Beschreibung der Form L := {w € A | P(a)} fiir eine geeignete Menge A und Pridikat P.
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Losungsskizze

(a) e Bestimmen der Aquivalenzklassen:
el =L [b] = {wb | we L} [ba] = {wba |w € L} [bb] = {wbb |w e L;}
[a] = {vw | v € L;,w € L((a | bbb | baa)(a|b)")}
e Kanonischer DFA:

(b) Bestimmen einer unendlichen Menge von Aquivalenzklassen:

{{(ab)"] | i € N}

Beweis: Sei 4,5 € N verschieden und ohne Einschrinkung der Allgemeinheit i < j. Dann gilt (a b)’:(ba)i Z L.
Fiir w = (ab)?(ba)" ist aber w® = (ab)*(ba)? und somit gilt wegen i < j dass w € L,. Daher [(ab)'] # [(ab)7].
Somit ist die Menge unendlich und L, keine regulédre Sprache.

— in Erinnerung an John Conway (26. Dezember 1937 — 11. April 2020)
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https://www.youtube.com/watch?v=E8kUJL04ELA&list=PLt5AfwLFPxWIL8XA1npoNAHseS-j1y-7V
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