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AUFGABE 12.1. (Wichtige Begriffe)
Uberpriifen Sie, dass Sie die Folgenden Begriffe korrekt definieren kénnen.

e Approximationsalgorithmus — Projektionsfunktion
e LOOP-berechenbar — erweiterte Komposition
e Primitiv-rekursiv — Cantorsche Paarungsfunktion

AUFGABE 12.2. (SAT-Varianten)
Wir betrachten verschiedene Varianten von SAT, die auch NP-vollstédndig sind. Zeigen Sie diese NP-Vollstandigkeit,
indem Sie fiir jede Variante X eine Reduktion 3-KNF-SAT <, X angeben und X € NP zeigen.
(a) Wir betrachten den ITE-Operator mit der Semantik ITE(x,y,z) := (z — y) A (- — z). Eine ITE-Formel
geniigt der folgenden Grammatik:

F — ITE(F, F, F) | z | true | false fiir Variablen z € V

ITE-SAT:
e Fingabe: Eine ITE-Formel F'.
e Frage: Ist F erfiillbar?
(b) 3-OCC-KNF-SAT:
e Fingabe: Eine Formel F' in KNF, bei der jede Variable hochstens dreimal auftritt.
e Frage: Ist F erfiillbar?

Léosungsskizze

(a) e NP-schwer: Sei F eine Formel in 3-KNF. Wir wandeln F' in polynomieller Zeit unter der Verwendung
der folgenden semantischen Aquivalenzen in eine ITE-Formel:

—x = ITE(x, false, true) z Ay = ITE(z, y, false) z Vy = ITE(z, true, y)
Eine Klausel mit drei Literalen, z.B. -~z V -y V -z ldsst sich damit umformen zu
-z V -y V -z = ITE(ITE(z, false, true), true, ITE(ITE(y, false, true), true, ITE(z, false, true)))

Jede Klausel wird in eine ITE-Formel iibersetzt, welche nur um einen konstanten Faktor grofler ist.
Entsprechend {iibersetzt sich jede 3KNF-Formel in eine semantisch dquivalente ITE-Formel, die nur um
einen konstanten Faktor grofler ist. Die Korrektheit folgt aus der Verwendung semantisch-dquivalenten
Umformungen.

o c NP: Eine erfiillende Belegung ist ein geeignetes Zertifikat, das es maximal genauso grof} ist wie die
Formel F' und in polynomieller Zeit gepriift werden kann.

(b) o NP-schwer: Sei F eine Formel in 3-KNF. Somit F = /\:L:1 K; und K; = \/;w:1 L;; mit m < 3. O.b.d.A.
kommen keine Variablen doppelt in einer Klausel vor. Sei v die Anzahl der in F' verwendeten Variablen.
Dann ersetzten wir in jeder Klausel die Variablen mit fiir diese Klausel spezifische Variablen und fiigen
eine Bedingung ein, die erzwingt, dass alle Kopien einer Variable in der Eingabe den gleichen Wert
zugewiesen bekommen. Diese Bedingung hat eine Ringstruktur, um Variablenverwendungen zu sparen:
(-Tk,l — eryg) A\ (erg — xk,g) VAN (J:k,n — xk@).

v n

FF) = N\ FE)A N\ N0 V 2k 6 mod my 1)
i=1 k=1i=1
F(KD) =\ f(Lij)

Tk,i falls Li‘ = Tk
f(Lij) = T
Tk,i falls Lij = Tk
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Diese Reduktion ist in polynomieller Zeit berechenbar, da nur die Eingabe einmal kopiert werden muss
und ein zuséatzlicher Term der Groéfle m - v erzeugt wird.
Korrektheit: Aus jeder erfiillenden Belegung o fiir F' kénnen wir eine erfiillende Belegung o’ fiir f(F')
konstruieren mit o’(zk,;) = o(zx). Auch kénnen wir aus jeder erfiillenden Belegung o fiir f(F) ein
Belegung fiir F' konstruieren. Da o(zx,;) = o(zy,;) fiir alle i,j gelten muss, kénnen wir einfach o’
iiber o’ (zx) = o(xxk,1) definieren. Somit ist die Konstruktion erfiillbarkeitserhaltend und die Reduktion
korrekt.

e c NP: Eine erfiillende Belegung ist ein geeignetes Zertifikat, das es maximal genauso grof} ist wie die
Formel F' und in polynomieller Zeit gepriift werden kann.

AUFGABE 12.3. (Nulistellen Problem)
Wir betrachten das NULLSTELLEN-Problem:

Gegeben Ein Polynom p iiber Variablen z1,...,x, mit ganzzahligen Koeffizienten.

Problem Gibt es eine ganzzahlige Nullstelle, also v1,...,v, € Z mit p(v1,...,v,) = 07

(a) Zeigen Sie, dass das NULLSTELLEN-Problem NP-hart ist, indem Sie eine Reduktion von SAT angeben. Hinweis:
Die folgenden Beziehungen kénnten dabei niitzlich sein:

f(@)g(z) =0 <= [f(z) =
f@) +g(2)* =0 <= [fx) =

(b) Wo liegt das Problem bei folgendem “Beweis”, dass NULLSTELLEN in NP ist:

FEin Zertifikat ist genau eine Nullstelle von p, also ein Vektor von Zahlen v1,...,v, € Z. Ein
Verifikator muss nun lediglich iiberpriifen, ob p(v1,...,v,) = 0. Nach Satz 5.10 ist das Problem
damit in NP.

Losungsskizze

(a) Ausgehend von einer Booleschen Formel F' konstruieren wir ein Polynom, welches genau dann eine Nullstelle
hat, wenn F erfillbar ist. Wie man A und V mit Polynomen darstellt, ist schon vorgegeben, es fehlt lediglich
die Negation. Wir kénnen aber annehmen, dass die Negation in F' lediglich auf Variablen vorkommt, da man
jede Formel mit den Gesetzen von deMorgan leicht in diese Form bringen kann.

Aus jeder aussagenlogischen Variablen x; wird nun eine ganzzahlige Variable X; im Polynom. X; soll genau
dann null sein, wenn z; false ist.
Wir fithren einen Term ein, der dafiir sorgt, dass jede Variable nur den Wert 0 oder 1 haben kann:

Y (X1 - X))

1<i<n

Der Rest des Polynoms hat nun dieselbe Struktur wie die Formel. Wir stellen ein positives Literal durch
(1 — X;) dar und ein negatives durch X;. Eine Disjunktion wird zu einem Produkt, und die Konjunktion zu
einer Summe der Quadrate.
Beispielsweise wird die Formel

(501 \/TQ) AN (.’IQ Vv 503)

durch das Polynom

(1= X1)X2)* + (1= X2)(1 = Xa)* + Y (Xi(1 - X,))?

1<i<3

dargestellt. Die Nullstellen des Polynoms entsprechen nun genau den erfiillenden Belegungen der Formel.
Offensichtlich ist die Reduktion polynomiell.

(b) Das Problem ist, dass die ganzzahlige Nullstelle beliebig grof§ sein kann, und nicht polynomiell beschrankt in
der GroBe der Eingabe (des Polynoms). Damit kann der Verifikator nicht in Polynomialzeit laufen.
Anmerkung: Tatsdchlich ist NULLSTELLEN nicht in NP, denn es handelt sich hier um Hilberts 10. Problem
(vgl. Satz 4.68), welches unentscheidbar ist.

AUFGABE 12.4. (All You Need is Recursion)
In den nachfolgenden Aufgaben diirfen Sie die erweiterte Komposition von primitiv rekursiven Funktionen

verwenden.
(a) Zeigen Sie: Die Funktion
0
ifthen(n, a,b) = a n#
b, n=0

ist primitiv-rekursiv.
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(b) Zeigen Sie: Die Funktion

2
tower(n) = 2%

die einen 2-er Turm der Hoéhe n berechnet, ist primitiv-rekursiv. Dabei soll tower(0) = 1 gelten.

(c) Fur den Binomialkoeffizient gilt (") =1 und (T?L) =0 fir n € N und m € N;. Aulerdem gilt fiir alle

)=o)+ 2)

n,m € N die Rekursionsgleichung:
Fir fixiertes m € N betrachten wir nun die Funktion b,, : N — N, n — (7"") Zeigen Sie: Fir alle m € N ist
die Funktion b, primitiv rekursiv.

Losungsskizze

(a)
ifthen(0,a,b) = b
ifthen(n + 1,a,b) = a
(b) Die Multiplikation ist nach VL (Beispiel 5.37) primitiv-rekursiv. Wir definieren nun
twopow(0) =1
twopow(n + 1) = mult(twopow(n), 2)
tower(0) =1
tower(n + 1) = twopow(tower(n))
(c) Beweis per Induktion iiber m € N.
Fall m = 0: Dann ist b,,(n) die konstante Eins-Funktion und somit primitiv-rekursiv (vgl. VL Beispiel 5.36).
Fall m + 1: Per IH ist b,, primitiv-rekursiv. Mit Hilfe des erweiterten Kompositionsschemas folgt dann, dass
auch
bm+1(0) =0
b+ 1) = byu1 (1) + bin ()

primitiv-rekursiv ist.
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