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Information

Dieses Ubungsblatt besteht aus einer Auswahl von Klausuraufgaben aus vorherigen Jahren und beeinhaltet
keinen neuen Stoff aus der Vorlesung.

Verwenden Sie die letzte Tutorstunde fiir allgemeine Fragen zum Vorlesungsstoff in Hinblick auf die Klausur-
vorbereitung. Es wird keine Videolésung zu diesem Blatt veréffentlicht.

AUFGABE 13.1. (Endliche Automaten (1))
Sei r = (alb)*ab(a|b)™ ein reguldrer Ausdruck iiber dem Alphabet ¥ = {a, b}.

(a) Konstruieren Sie einen NFA A mit L(A) = L(r).

(b) Konstruieren Sie einen DFA B mit L(B) = L(A).

(c) Konstruieren Sie den minimalen DFA C mit L(C) = L(B).

(d) Konstruieren Sie den minimalen DFA D mit L(D) = ¥* \ L(C).
)

(e) Konstruieren Sie einen regulidren Ausdruck 7' mit L(r") = L(D). Verwenden Sie hierzu Ardens Lemma.

Léosungsskizze

(a) NFA A bzw. gleich B oder C, da DFA auch NFA:
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(b) DFA B bzw. gleich DFA C aus néchstem Schritt (ist ja offensichtlich):
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(c) DFA C:
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(d) DFA D:
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(e) Aufstellen des LSGs und loésen:

Tqe = arq |bre |e
T = arg |brg, |e
T, = (alb)rg,

. ! — * ok
Endergebnis: ' = ry, =b"a
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AUFGABE 13.2. (Kontextfreie Sprachen (1))
Sei ¥ = {a,b,c}.

(a) Geben Sie fiir die Sprache L = {(aba)"b™(ba)"b} eine kontextfreie Grammatik G an, sodass L(G) = L gilt.

(b) Sei G = ({S},%,{S — ¢ | aSc | aSbSc}, S) eine kontextfreie Grammatik. Zeigen Sie, dass fir alle in G
ableitbaren Wérter w die Eigenschaft |w|, = |w]|_ gilt.

Léosungsskizze

(a) G=({S,X,B},%,P,S) mit P: S— Xb X — abaXba | B B —bB|e
(b) Sei u € L(G). Wir zeigen |w|, = |w|, mit Induktion iiber die Erzeugung von wu.
e: lel, =0=|el..
aSc: Sei |w|, = |w|,. Dann gilt awc|, =1+ |w|, =1+ |w|, = |awc|..

aSbSc: Sei |w|, = |w|, und |v|, = |v|.. Dann gilt avbwc|, =1+ |v|, + |w|, = 1+ |v|, + |w|. = [avbwc]..

AUFGABE 13.3. (Kontextfreie Sprachen (2))

(a) Zeigen Sie, dass folgende Sprache L = {a™b"™ | m > n > 0} deterministisch kontextfrei ist, indem Sie
einen deterministischen Kellerautomaten (DPDA) angeben, der L auf Endzustand akzeptiert. Thr DPDA
darf maximal vier Zustédnde besitzen.

(b) Gibt es einen DPDA, der L auf leeren Keller akzeptiert?

Léosungsskizze

(a) DPDA mit Initialkonfiguration ¢X und F = {q,p}:

gX 5 gAX  gA S qAA  gA B pe pA D pe

X dient als Keller-Ende-Symbol.
Phase I (Zustand ¢): DPDA merkt sich, solange nur as gelesen werden, die Anzahl der as auf dem Stack.

Phase II (Zustand p): sobald das erste b gelesen wird, reagiert der DPDA nur noch bs, und das nur solange
noch ein A auf dem Stack liegt.

Damit kann eine Eingabe nur vollstandig gelesen werden, falls sie von der Form a™b™ mit m > n > 0 ist.

Da beide Zusténde akzeptierend sind, wird somit genau die angegebene Sprache akzeptiert.

(b) Nein, da L nicht prafixfrei ist (siche Vorlesung).

AUFGABE 13.4. (Pumping Lemma)
Sei & = {a, b, c}. Zeigen Sie, dass die Sprache L = {wc"w® | w € {a,b}" An € Ny} nicht kontextfrei ist. Fithren
Sie einen Widerspruchsbeweis unter Verwendung des Pumping Lemmas fiir kontextfreie Sprachen.

Lésungsskizze
e Angenommen, L wire kontextfrei. Dann kénnen wir das PL fiir kontextfreie Sprachen anwenden.
Sei n € Ny eine PL-Zahl fiir L.
Wihle z = a"c"a". Es gilt |z =3n >n und z € L.
Nach PL gibt es eine Zerlegung z = wvwzy mit 1. vz # €, 2. |vwz| < n und 3. Vi € Ny.uv‘wz'y € L.
Sei 2/ = uv?wz?y. Da wegen (2) nur maximal einer der beiden a-Blécke gepumpt werden kann, gilt, dass
2" = a"cz"” oder 2/ = z’ca™. Da mindestens einer der beiden a-Blécke noch Linge n hat, muss |2'| = 3n
gelten. Es ist aber wegen (1) auch |z’| > 3n. Dies ist ein Widerspruch zu (3).
Alternativ: Fallunterscheidung iiber |z|, > 0 oder |z|, > 0.
e Also haben wir einen Widerspruch zur Annahme hergeleitet und somit ist L nicht kontextfrei.

AUFGABE 13.5. (Entscheidbarkeit)

Betrachten Sie die Menge A = {w € {0,1}" | |L(Mw)| < 42}.
(a) Beweisen Sie, dass die Menge nicht semi-entscheidbar ist, indem Sie Hy < A zeigen.
(b) Geben Sie einen Semientscheidungsalgorithmus fiir A an.
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Losungsskizze
(a) A ist die Menge der Worter, deren korrespondierenden Turingmaschine auf maximal 42 Eingaben hélt. Wir
zeigen Ho < A mittels folgender Reduktion:
Reduktionsfunktion: Gegeben ein Wort w, gib die Kodierung w’ einer TM zuriick, die zuerst das Band 16scht
und dann M, simuliert.
Totalitit: Die Reduktion gibt fiir jede Eingabe w ein entsprechendes w’ zuriick.
Berechenbarkeit: Die Reduktion ist berechenbar, da nach VL Loschen des Bandes und Simulation einer TM
berechenbar sind.
Korrektheit:
e w € Ho: M, halt nicht auf dem leeren Band, folglich hélt M, auf keinem Input, da es immer das Band
16scht und M, auf dem leeren Band simuliert. Damit ist |L(M,/)| = 0 < 42 und somit w’ € A.
e w ¢ Ho: Da M, auf dem leeren Band halt, halt M, fiir jeden Input, da es immer M, auf dem leeren
Band simuliert. Damit ist |L(M.,)| = co > 42 und v’ ¢ A.
(b) A ist die Menge der Worter, die eine TM kodieren, die auf mindestens 43 Eingaben hilt. Semientschei-
dungsalgorithmus: Simuliere M,, mit Dove-Tailing auf allen Inputs. Sobald 43 der Simulationen halten, gib 1
aus.

AUFGABE 13.6. (Reduktionen)

Mit SUBSET bezeichnen wir das Problem:
Gegeben: Ein e-NFA N mit n Zustdnden tiber dem Alphabet ¥ = {0, 1} und eine Zahl m < n.
Frage: Gibt es ein Wort w der Lange m, sodass N dieses Wort nicht akzeptiert?

In Mengenschreibweise:

SUBSET := {(N,m) | N = (Q, X, 6, qo, F) ist e-NFA Am < |Q| AS™ \ L(N) # 0}

(a) Zeigen Sie, dass SUBSET NP-vollstidndig ist. Verwenden Sie hierbei eine geeignete Reduktion von 3-KNF-
SAT auf SUBSET.

(b) Wenden Sie Thre Reduktion auf (z1 V —x3 V z4) A (-x1 V x2 V 23) an. Geben Sie den konstruierten -NFA
graphisch an.

Hinweis: Betrachten Sie die Menge aller nichterfiillenden Belegungen fiir die Formel F', die genau m Variablen
hat, als Worter der Lange m.

Léosungsskizze

(a) e Idee: Der e-NFA N erkennt alle nicht erfiillenden Belegungen von F'. Hierfiir rét er zunichst die Klausel,
welche nicht erfiillt ist und dann die unerfillende Belegung.

o Reduktion: Sei F = /\5:1 C; eine Formel in 3-KNF mit m Variablen (z1,z2,...%m) und mit C; =
\/?:1 L;; fiir jedes i. Der e-NFA wird dann wie folgt definiert

N = ({QO} U {Qij ‘ (&S [Lk] N E [Ovm]}’{ov 1}357q03{qim | i€ [lvk]})z
wobei

0= {(qoaeaqio) | 1€ [Lk]}
U {(ik-1),0,qx) | k € [L,m] A —zp & {Li1, ..., Lu, }}
U{(gie=1), Lyqe) | k€ I, m] Axp & {Li1,..., Lu;}}

Die Reduktion bildet dann F' auf (N, m) ab.

o Korrektheit:
F ist erfillbar gdw. nicht alle Belegungen nicht erfiillend sind. Sei o(F) = 0 eine nicht erfiillende
Belegung. Dann existiert insbesondere eine Klausel C; mit o(C;) = o(Li1) + 0(Li2) + 0(Liz) = 0. Das
Wort w = o(z1)o(22) . ..0(zm) wird dann von g;o aus akzeptiert und es gilt somit w € L(N).

Besteht andererseits ein Lauf in N iiber g;,, so erfiillt die Belegung, beschrieben durch den Lauf, kein
Literal der Klausel C;. Damit ist die Belegung unerfiillend fiir F'.

e Polynomielle Reduzierbarkeit:
Der konstruierte e-NFA hat O(km) Zustédnden und ein konstantes Alphabet und hat somit maximal
GroBe polynomiell in der Grofle von F. Er kann auch in polynomieller Zeit berechnet werden, da jede
Komponente wihrend des Lesens einer Klausel C' direkt konstruiert werden kann.
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e SUBSET € NP:
Ein Zertifikat ist ein Wort w € ¥™ \ L(N). Da m < |Q|, ist |w| = m polynomiell beziiglich |[N|. Das
Wortproblem (und damit w ¢ L(N)) kann nun in polynomieller Zeit gelost werden (vgl. Vorlesung).

(b) (N,4) mit N:
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